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ПРЕДИСЛОВИЕ  

Учебное пособие соответствует теоретическим разделам примерных про-
грамм дисциплины «Физика» и требованиям к содержанию и уровню подго-
товки бакалавров и дипломированных специалистов, обучающихся по техни-
ческим и технологическим направлениям. 

Изложение курса физики как единой науки опирается на фундаменталь-
ные законы и обобщает множество опытных данных. Приоритет отдается рас-
смотрению внутреннего единства физической картины мира, обсуждению 
строгости и точности определений физических понятий, типичных условий 
проявления основных физических закономерностей. Материал в пособии из-
лагается кратко, что позволило подчеркнуть основные физические законо-
мерности изучаемых объектов и явлений. Каждая глава заканчивается приме-
рами решения задач, тексты которых взяты из стандартных задачников:  
И.Е. Иродов. Задачи по общей физике. СПб.: Лань, 2007; А.Г. Чертов,  
А.А. Воробьев. Задачник по физике. М.: Высшая школа, 1981; B.C. Волькен-
штейн. Сборник задач по общему курсу физики. М.: Наука, 1980.  

Пособие написано с учетом изменений школьных программ по физике и 
математике. Считаем, что учащиеся освоили простейшие физические понятия 
и владеют элементами высшей математики. Однако, учитывая специфику 
обучения, мы повторили некоторые наиболее важные понятия и определения 
курса элементарной физики. 

Автор выражает глубокую признательность профессорам А. А. Бирюко-
ву, Н.Е. Молевич и В.М. Гречишникову за рецензирование пособия, а также 
профессору СПбПУ В.К. Иванову за полезные советы и замечания. 
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ПРИНЯТЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Векторы обозначены жирным прямым шрифтом (например, а, F или Ԧܽ , 
 Ԧ); та же буква, напечатанная курсивом и светлым шрифтом (a, F) илиܨ
|аሬԦ|	, І	ܨሬሬሬሬሬԦІ означает модуль вектора; [a b] – векторное произведение; ab – ска-
лярное произведение векторов. 

Орты – единичные векторы: i, j, k – орты декартовых координат; n – орт 
нормали к поверхности; τ – орт касательный к контуру или к границе раздела.  

Символы перед величинами означают: Δ – конечное приращение величи-
ны, т. е. разность ее конечного и начального значений, например, Δφ = φ2 – φ1, 

ΔE = E2 – Е1; d – дифференциал (бесконечно малое приращение), например, 
dφ, dk; ~ – величина порядка…, например, λ ~ 10-10 м; Σ – сумма; lim – предел; 
≠ – не равно; ∞ – бесконечность; ≥ – больше или равно; ≤ – меньше или равно; 
± – положительное и отрицательное значения величины; <f> – среднее значе-
ние величины; ൎ	 – приблизительно равно; ~– знак пропорциональности.    

Константы: сonst – постоянная величина; π = 3,14 – отношение длины 
окружности к диаметру; e = 2,718 – основание натурального логарифма.  

Производная по времени от произвольной функции обозначена: 
ௗ௫

ௗ௧
, 

вторая производная	
ௗమ௫

ௗ௧మ
. 

Частная производная функции нескольких переменных φ=φ(x,y,z) нахо-
дится по правилам дифференцирования функции одной переменной, причем 
остальные переменные рассматриваются как постоянные величины и обозна-

чаются, например, 
డఝ

డ௫
	,
డఝ

డ௬
	,
డఝ

డ௭
. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Физика наряду с другими естественными науками изучает объективные 
свойства окружающего нас мира. 

Весь мир, все, что нас окружает, представляет собой материю. Материя 
имеет множество форм со своими характерными свойствами и является объ-
ективной реальностью, существующей вне и независимо от нашего сознания. 
Неотъемлемым свойством материи и формой ее существования является 
движение. Материя и движение неотделимы друг от друга. Не может быть ни 
материи без движения, ни движения без материи. 

Известны два вида материи: вещество (атомы, молекулы, тела) и поле 
(электромагнитное, гравитационное и др.). Различные виды материи могут 
превращаться друг в друга (электрон и позитрон, например, могут превра-
щаться в фотон). 

Материя существует и движется в пространстве и во времени. 
Пространство – это форма сосуществования материальных объектов и 

процессов, характеризующая структурность и протяженность материальных 
систем. 

Время – это форма последовательной смены явлений и состояний мате-
рии, которая характеризует длительность их бытия. Пространство и время не 
существуют в отрыве от материи. 

В классической физике пространству и времени приписывается абсо-
лютный характер: линейные размеры и промежутки времени сохраняются 
неизменными при переходе от одной системы отсчета к другой. 

Физика – наука точная, изучающая количественные закономерности 
явлений и процессов. Теория и опыт являются основными методами иссле-
дования в физике. Законы физики устанавливают связь между физическими 
величинами, которые необходимо измерять. Для этого разработаны единицы 
физических величин, объединенные в системы единиц. В настоящее время 
обязательна к применению в нашей стране Система Единиц Интернацио-
нальная (СИ). Система СИ состоит из основных, дополнительных и произ-
водных единиц. 

Основными называются единицы нескольких разнородных физических 
величин, произвольно выбранных при построении системы. В СИ основными 
единицами являются: единица длины – метр (м); массы – килограмм (кг); 
времени – секунда (с); силы электрического тока – ампер (А), термодинамиче-
ской температуры – кельвин (К), количества вещества – моль (моль), силы 
света – кандела (кд). 



6 

Метр – единица длины, равная расстоянию, проходимому в вакууме 
плоской электромагнитной волной за 1/299792458 доли секунды. 

Килограмм – единица массы, равная массе международного прототипа 
килограмма. 

Секунда – единица времени, равная 9192631770 периодам излучения, со-
ответствующего переходу между двумя сверхтонкими уровнями основного 
состояния атома цезия-133. 

Ампер – сила неизменяющегося тока, который, проходя по двум парал-
лельным прямолинейным проводникам бесконечной длины и ничтожно малой 
площади кругового поперечного сечения, расположенным на расстоянии 1 м 
друг от друга в вакууме, вызвал бы между этими проводниками силу, равную 
2·10-7 Н на каждый метр длины проводника. 

Кельвин – единица термодинамической температуры, равная 1/273,16 
термодинамической температуры тройной точки воды. 

Моль – единица количества вещества, равная количеству вещества сис-
темы, в которой содержится столько же структурных элементов (атомов, мо-
лекул, ионов, электронов и других частиц), сколько содержится атомов в уг-
лероде -12 массой 0,012 кг. 

Кандела – единица силы света, равная силе света в данном направлении от 
источника, испускающего монохроматическое излучение частотой 540·1012 Гц, 
сила излучения которого в этом направлении составляет 1/683 Вт/ср. 

В СИ кроме основных введены две дополнительные единицы – радиан 
(рад) и стерадиан (ср). 

Радиан – угол между двумя радиусами окружности, длина дуги между 
которыми равна радиусу. 

Стерадиан – телесный угол с вершиной в центре сферы, вырезающий на 
поверхности сферы площадь, равную площади квадрата со стороной, по дли-
не равной радиусу этой сферы. 

Производными называются единицы, устанавливаемые через другие еди-
ницы данной системы на основании физических законов, выражающих взаи-
мосвязь между соответствующими физическими величинами. 

На примере единицы скорости рассмотрим схему введения определения 
производной единицы измерения. При определении производной единицы 
договариваются о выборе определенной формулы и названии единицы. Для 
равномерного прямолинейного движения значение скорости может быть оп-
ределено как отношение пути S ко времени t: 

v = S / t. 

Положив в данном уравнении S = 1 м, t = 1с, получим единицу скорости 

[v] = 1 м / 1 с = 1 м/с. 

Запишем это в виде выражения 
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S=1 м 
 > v=1 м/с. 

t= 1 c. 

Читая его справа налево и заменив слово равно словом это, можно 
сформулировать словесное определение единицы скорости: один метр в се-
кунду – это скорость равномерного прямолинейного движения, в котором 
материальная точка за 1 с проходит путь в 1 м. 

Размерностью физической величины называется выражение, связываю-
щее данную величину с основными физическими величинами. Размерность 
величины А обозначается dim A (от латинского слова dimension-размер) и в 
системе СИ записывается в виде: dim A=Lα Mβ Tγ Θδ Nε Iλ Jμ, где L, M, T, Θ, N, I, 
J обозначают сокращенно размерности соответственно длины, массы, време-
ни, термодинамической температуры, количества вещества, силы электриче-
ского тока и силы света. Рациональные числа: α,β,γ,δ,ε,λ,μ – называются пока-
зателями размерности. При анализе решения задач полезно использовать 
метод теории размерностей, устанавливающий правильность полученного 
результата. 

Безразмерными называются величины, численные значения которых не 
зависят от выбора системы единиц (например, коэффициент трения скольже-
ния, диэлектрическая проницаемость вещества и т.д.). 

В табл. 1 даются приставки для образования десятичных и дольных еди-
ниц СИ. 

Таблица 1 

Наименование 
Обозначение приставки 

Множитель 
русское международное 

экса Э E 10ଵ଼ 
пета П P 10ଵହ 
тера Т T 10ଵଶ 
гига Г G 10ଽ 
мега М M 10଺ 
кило к k 10ଷ 
гекто г h 10ଶ 
дека да da 10 
деци д d 10ିଵ 
санти с c 10ିଶ 
милли м m 10ିଷ 
микро мк μ 10ି଺ 
нано н n 10ିଽ 
пико п p 10ିଵଶ 

фемто ф f 10ିଵହ 
атто а a 10ିଵ଼ 
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ЧАСТЬ 1 
ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ МЕХАНИКИ 

 
 
 

Механика изучает закономерности механического движения. 
Классическая механика подразделяется на ньютоновскую, в основе кото-

рой лежат законы Ньютона1, и релятивистскую. В классической механике 
Ньютона изучается движение макроскопических тел, имеющих скорости го-
раздо меньшие, чем скорость света в вакууме. Тела, состоящие из большого 
числа атомов, называются макроскопическими телами. 

Релятивистская механика основана на теории относительности, спра-
ведлива и при скоростях, сравнимых со скоростью света в вакууме. 

В квантовой механике изучаются специфические особенности движения 
микроскопических тел (атомов и элементарных частиц). 

Механика подразделяется на кинематику, статику и динамику. 
 

 
Глава 1 

КИНЕМАТИКА 

Кинематика – раздел механики, в котором исследуется движение тел без 
выяснения причин, его вызвавших. 

Движение – это любое изменение со временем состояния системы и ее 
параметров (координат точки, температуры, напряженности электрического 
поля и т. д.). Из всех видов движения материи самым простым является меха-
ническое движение. 

§1. Скалярные и векторные величины 

В физике рассматриваются как скалярные (время, масса, температура и 
т.д.), так и векторные величины (скорость, сила, импульс и др.).  

                                                            
1 Исаак Ньютон (1643–1727) – выдающийся английский ученый, основатель классиче-
ской физики. 
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aሬԦ 

bሬԦ 

cԦ 
α 

Рис. 1.1 

Ԧܽ ሬܾԦ 

a) 

Ԧܽ ሬܾԦ 

сԦ ൌ Ԧܽ ൅ ሬܾԦ 

б) 

Рис. 1.2 

Скалярными называются величины, определяемые численным значением 
и единицей измерения. 

Векторными называются величины, характеризуемые численным 
значением, единицей измерения и направлением. Векторные величины 
изображаются направленными отрезками (векторами) и складываются по 
правилу параллелограмма (рис. 1.1). 

Численное значение вектора называется его модулем. 
Пример обозначения вектора: a или аሬԦ, модуля |аሬԦ| или a. 
Модуль |сԦ| суммы двух векторов аሬԦ и ሬܾԦ, направленных под произвольным 

углом α друг к другу, определяется из теоремы 
косинусов: 

ܿ ൌ 	ඥܽଶ ൅ ܾଶ ൅ 2ܾܽ cosߙ. 

Векторы складываются также по правилу 
треугольника. Для этого нужно начало вектора 
bሬԦ (рис. 1.2, а) совместить с концом вектора аሬԦ, 
их суммой будет вектор сԦ (рис. 1.2, б), 
соединяющий начало вектора аሬԦ с концом 
вектора bሬԦ. 

Это правило можно обобщить на сложе-
ние любого числа векторов. 

Если начало очередного вектора соеди-
нить с концом предыдущего, то получим 
ломаную линию (рис. 1.3). 

Вектор аሬԦ, проведенный из начала первого 
вектора в конец последнего, является суммой 
нескольких векторов (в данном случае 
четырех): 

Ԧܽ ൌ ܽଵሬሬሬሬԦ ൅ ܽଶሬሬሬሬԦ ൅ ܽଷሬሬሬሬԦ ൅ ܽସሬሬሬሬԦ. 

Векторы, начало которых можно перено-

сить в определенные точки, сохраняя их вели-
чины и направление, называются свободными 
векторами. 

Если начало вектора можно переносить 
только по прямой, по которой он направлен, 
то такой вектор называется скользящим. 
Векторы, которые нельзя переносить, назы-
ваются связанными. 

 

Рис. 1.3 

Ԧܽ

ܽଵሬሬሬሬԦ
ܽଶሬሬሬሬԦ

ܽଷሬሬሬሬԦ 

ܽସሬሬሬሬԦ 
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Чтобы вычесть из вектора сԦ вектор аሬԦ (рис. 1.4, а), нужно совместить 
начала этих векторов путём параллельного переноса любого из них. Вектор ሬܾԦ 
(рис. 1.4, б) соединяет конец вектора аሬԦ с концом вектора сԦ, и их разность 
ሬܾԦ ൌ Ԧܿ െ аሬԦ.	 

 

 
Чтобы умножить (или разделить) вектор на скаляр, нужно умножить 

(или разделить) модуль этого вектора на скаляр, а направление вектора 
оставить прежним, если скаляр является положительной величиной, и 
сменить на противоположное, если скаляр – величина отрицательная. 

В результате умножения или деления векторной величины на скаляр 
можно получить другую векторную физическую величину. 

Проекцией вектора аሬԦ на ось x назы-
вается скалярная величина ܽ௫, определяемая 
равенством (рис. 1.5) 

ܽ௫ ൌ |аሬԦ| cos  ,ߙ

где α – угол между направлением вектора аሬԦ 
и осью x. 

Проекция вектора ܽ௫ положительна, если угол α острый, и отрицательна, 
если этот угол тупой.  

Векторным произведением векторов аሬԦ и ሬܾԦ называется вектор ൣаሬԦ	 ሬܾԦ൧, 

определяемый формулой:	ൣаሬԦ	 ሬܾԦ൧ ൌ ܾܽ sinߙ ∙ ሬ݊Ԧ, где a и b – модули векторов; α – 

угол между векторами аሬԦ и ሬܾԦ; ሬ݊Ԧ – единичный вектор, перпендикулярный к 
плоскости, в которой расположены вектора аሬԦ и ሬܾԦ. Вектор ሬ݊Ԧ направлен так, что 
если смотреть вдоль вектора ሬ݊Ԧ, то поворот по кратчайшему пути от первого 
вектора аሬԦ ко второму вектору ሬܾԦ осуществляется по часовой стрелке (правило 
правого винта). 

Скалярным произведением векторов аሬԦ и ሬܾԦ называется скаляр, равный 
произведению модулей этих векторов и косинуса угла между ними: 

Рис. 1.4

а) б)

 

Ԧܽ 

Ԧܿ 

Рис.1.5 

 

Ԧܽ 

ܽ௫ ൐ 0 α 
x 
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Ԧܽ	 ሬܾԦ ൌ ܽ	ܾ	 cos  .ߙ

Если физическая величина, например, температура земной коры t, при 
удалении от поверхности Земли имеет определенное значение, то ее удобно 
характеризовать отношением изменения температуры ∆ݐ к изменению 
расстояния Δr, отсчитываемому по радиусу Земли. 

Это отношение 
∆௧

∆௥
ൌ ௧మି௧భ

௥మି௥భ
 является градиентом физической величины t 

и обозначается:  

grad	ݐ ൌ
ݐ∆
ݎ∆
. 

Градиентом физической величины называется отношение ее изменения к 
расстоянию, на котором оно осуществляется, взятом в направлении 
наибольшего возрастания физической величины. 

Следовательно, градиент есть вектор. 
Например. Средний градиент температуры земной коры до 0,03 К/м. Это 

означает, что температура земной коры возрастает в среднем на 3℃ на 
каждые 100 м глубины. 

§ 2. Механическое движение. 
Кинематическое уравнение движения 

Механическое движение – это изменение положения тела или отдельных 
его частей относительно других тел с течением времени. 

Поступательным называется движение, при котором отрезок прямой, 
соединяющей любые две точки тела, остается при его движении параллель-
ным самому себе. При поступательном движении все точки тела имеют оди-
наковые скорости и ускорения и движутся по одинаковым траекториям, сдви-
нутым параллельно относительно друг друга. 

Материальной точкой (частицей) называется тело, размерами которого 
при решении данной задачи можно пренебречь. Одно и то же тело в одних 
случаях может рассматриваться как материальная точка, а в других – как тело, 
имеющее размеры и форму. 

Абсолютно твердым называется тело, состоящее из материальных точек, 
расстояние между которыми всегда остается неизменным. 

Все тела существуют и движутся в пространстве и во времени. Про-
странство однородно, т. е. в нем нет точек, обладающих особыми свойствами; 
пространство изотропно, т. е. все направления движения в нем равноправны.  

Время также является однородным, т. е. любые явления, происходящие 
в одних и тех же условиях, но в разные моменты времени, протекают одина-
ково. 
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Так как пространство однородно и изотропно, то нельзя определить по-
ложение какого-либо тела относительно пространства. Однако положение 
одного тела можно определить относительно другого тела. 

Тело, относительно которого рассматривается изменение положения 
движущегося тела, называется телом отсчета. Тело отсчета, связанная с ним 
система координат и прибор для измерения времени (часы), образуют систе-
му отсчета. 

Положение материальной точки А в пространстве в данный момент вре-
мени t (рис. 1.6) можно определить тремя координатами x, y, z или радиусом-
вектором ݎԦ, проведенным из начала координат в данную точку. 

Радиус-вектор точки А можно разложить по базису ଓԦ, ଔԦ, ሬ݇Ԧ следующим об-
разом: 

Ԧݎ 	ൌ ଓԦݔ ൅ ଔԦݕ ൅ ሬ݇Ԧ(1.1)  ,ݖ 

где ଓԦ, ଔԦ, ሬ݇Ԧ – единичные векторы (орты) системы координат. 
Модуль вектора  

|Ԧݎ| ൌ ඥݔଶ ൅ ଶݕ ൅  .ଶݖ

При движении материальной точки ее координаты и радиус-вектор из-
меняются с течением времени. Вектор ∆ݎԦ, соединяющий начальное положе-
ние 1 движущейся материальной точки с последующим ее положением 2, на-
зывается перемещением точки. 

Линия, описываемая концом радиуса-вектора ݎԦ при движении материаль-
ной точки относительно выбранной системы отсчета, называется траекторией. 

По форме траектории движение делится на 
прямолинейное и криволинейное. 

Путь – это расстояние, отсчитывае-
мое вдоль траектории движения. Длина 
участка траектории S называется длиной 
пути. В случае прямолинейного движения 
в одном направлении длина пути S равна 
модулю перемещения หݎ߂ሬሬሬሬԦห. 

При движении по замкнутой траекто-
рии, когда точка возвращается в исходное 
положение, путь равен длине траектории, а 
перемещение – нулю.  

Функции, описывающие изменения координат или радиуса-вектора ма-
териальной точки с течением времени, называются кинематическими уравне-
ниями движения: 

x=x(t), y=y(t), z=z(t)  (1.2) 

Рис. 1.6 
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или 
Ԧݎ ൌ  ሻ. (1.3)ݐԦሺݎ

Если движение задано уравнениями в координатной форме, то такой 
способ описания движения называют координатным. Когда уравнения дви-
жения задаются в векторном виде, то способ движения называют векторным. 
Есть еще естественный способ описания движения, когда задана траектория 
движущейся точки. При этом движение определено, если известны начало 
отсчета, направление координаты S и закон движения точки: S=S(t). 

Из опытов следует, что состояние материальной точки определяется ее 
координатами x, y, z и проекциями ее скорости vx, vy, vz в заданный момент 
времени, т.е. радиусом-вектором ݎԦ  и скоростью ݒԦ. 

Задачи в кинематике подразделяют на прямую и обратную. В прямой за-
даче определяются: положение точки в каждый момент времени, ее скорость 
и ускорение по известному закону (уравнению) движения. Обратная задача – 
нахождение скорости и закона движения точки по известному ускорению при 
заданных начальных условиях. 

§ 3. Скорость движения 

При движении материальной точки А (рис.1.6) радиус-вектор ݎԦ  в общем 
случае изменяется с течением времени t по величине и по направлению. Пусть 
за промежуток времени Δt материальная точка А переместилась из положения 
1 в положение 2. При этом вектор перемещения точки ∆ݎԦ, равный прираще-
нию радиуса-вектора r за время Δt, равен: Δr = r2 –r1. Отношение Δr/Δt назва-
ли средним вектором скорости <v> за промежуток времени Δt. Вектор скоро-
сти в данный момент времени, т.е. мгновенная скорость, определяется как 
предел отношения Δr/Δt при Δt, стремящемся к нулю, т.е. 

Ԧݒ ൌ lim∆௧→଴ሺ∆ݎԦ/∆ݐሻ ൌ  (1.4) .ݐ݀/Ԧݎ݀

Таким образом, скорость движения материальной точки есть векторная 
физическая величина, равная первой производной радиуса-вектора движу-
щейся точки по времени. Так как секущая в пределе совпадает с касательной, 
то вектор скорости ݒԦ направлен по касательной к траектории в направлении 
движения. 

Если материальная точка, двигаясь по прямой линии, за любые равные 
сколь угодно малые промежутки времени dt проходит одинаковые отрезки 
пути dS, то такое движение называется равномерным и прямолинейным. При 
равномерном движении модуль скорости v остается постоянным, а путь dS, 
пройденный точкой за промежуток времени dt, 

dS = v·dt.  (1.5) 
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Интегрируя (1.5), ׬ ݀ܵ
ௌ
௢ ൌ ݒ ∙ ׬ ݐ݀

௧
௢ , получим формулу для определения 

пути при равномерном и прямолинейном движении S = vt. 
Используя (1.5), можно записать кинематическое уравнение для равно-

мерного прямолинейного движения, т. е. найти выражение для координаты 
материальной точки, движущейся равномерно вдоль оси оx: 

ݔ ൌ ଴ݔ ൅  (1.6) .ݐ߂௫ݒ

Если материальная точка начинает движение из начала координат, то 
଴ݔ ൌ 0	при Δt=0 и координата ݔ ൌ v୶Δݐ, где vx – проекция скорости v на ось 
ox. 

С помощью уравнений (1.1) и (1.4) скорость можно разложить на три со-
ставляющие по осям декартовой системы координат: 

Ԧݒ ൌ ଓԦ
ௗ௫

ௗ௧
൅ ଔԦ

ௗ௬

ௗ௧
൅ ሬ݇Ԧ ௗ௭

ௗ௧
ൌ ଓԦݒ௫ ൅ ଔԦݒ௬ ൅ ሬ݇Ԧݒ௭,  (1.7) 

откуда модуль скорости 

|Ԧݒ| ൌ ඥݒ௫ଶ ൅ ௬ଶݒ ൅  ௭ଶ,  (1.8)ݒ

где vx , vy и vz – проекции вектора скорости ݒԦ на координатные оси x, y и z. 
Из формулы (1.5) устанавливается единица скорости в системе СИ – 

метр в секунду (м/с).  
Средней путевой скоростью движения материальной точки называется 

скалярная величина, равная отношению пройденного пути S к промежутку 
времени Δt, за которое этот путь пройден: 

௦〈ݒ〉 ൌ  (1.9)   .ݐ∆/ܵ

§4. Ускорение 

При любом движении, кроме равномерного прямолинейного, скорость 
движущейся точки изменяется. Быстрота изменения скорости во времени ха-
рактеризуется ускорением: 

Ԧܽ ൌ lim∆௧→଴
∆௩ሬሬሬሬሬԦ

∆௧
ൌ

ௗ௩ሬሬሬሬሬԦ

ௗ௧
ൌ

ௗమ௥Ԧ

ௗ௧మ
	. (1.10) 

Ускорение – это векторная физическая величина, равная первой произ-
водной скорости по времени или второй производной радиуса-вектора дви-
жущейся точки по времени. 

В СИ ускорение измеряется в метрах на секунду в квадрате (м/с2). 
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Рис. 1.7 
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Используя уравнения (1.1) и (1.10), запишем ускорение через его состав-
ляющие по осям прямоугольной декартовой системы координат: 

Ԧܽ ൌ ଓԦ
ௗమ௫

ௗ௧మ
൅ ଔԦ

ௗమ௬

ௗ௧మ
൅ ሬ݇Ԧ ௗ

మ௭

ௗ௧మ
ൌ ଓԦܽ ௫ ൅ ଔԦܽ ௬ ൅ ሬ݇Ԧܽ௭,	 (1.11) 

где ax , ay и az – проекции вектора ускорения на координатные оси x, y и z. 
Модуль вектора ускорения 

| Ԧܽ| ൌ ඥܽ௫ଶ ൅ ܽ௬ଶ ൅ ܽ௭ଶ	.	 (1.12) 

Рассмотрим движение точки, при котором все участки траектории и век-
тор ускорения лежат в одной плоскости. Вектор ускорения Ԧܽ удобно во мно-
гих прикладных задачах раскладывать на два составляющих вектора: танген-
циальное ܽఛሬሬሬሬԦ и нормальное ܽ௡ሬሬሬሬԦ	ускорения: 

Ԧܽ ൌ ܽఛሬሬሬሬԦ ൅ ܽ௡ሬሬሬሬԦ.	 (1.13) 

Пусть в момент време-
ни t точка находится в поло-
жении M1 (рис 1.7) и имеет 
скорость Ԧ߭ଵ. За промежуток 
времени Δt точка перешла в 
положение M2 и приобрела 
скорость Ԧ߭ଶ ൌ Ԧ߭ଵ ൅ Δ Ԧ߭. Пере-
несем вектор Ԧ߭ଶ в точку M1 и 
найдем Δ Ԧ߭. Разложим Δ Ԧ߭ на 
две составляющие: Δ Ԧ߭௡ и Δ Ԧ߭ఛ. 
Очевидно, что |Δ Ԧ߭ఛ|=| Ԧ߭ଶ| െ | Ԧ߭ଵ| 
и определяет изменение ско-
рости за время Δt по модулю. 
Тангенциальное (касательное) 

ускорение ܽఛ ൌ 	 limΔ୲→଴
Δ௩ഓ
Δ୲
ൌ

ൌ limΔ୲→଴
Δజ

Δ୲
ൌ

ௗజ

ௗ௧
	,	т.е. равно первой производной по времени от модуля ско-

рости и направлено по касательной к траектории движения. 
Проведем перпендикуляры к вектору Ԧ߭ଵ в точке M1 и к вектору Ԧ߭ଶ в 

точке M2 до их пересечения в точке О. При малом Δt треугольники M1ОM2 и 

АМ1D подобны. Из подобия треугольников запишем: 
|ΔజሬሬԦ೙|

|Δ௥Ԧ|
ൌ

|జሬሬԦభ|

ୖ
, где M1M2 = 

ൌ |ΔݎԦ|, а ОM1 = R.  
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Тогда |Δ Ԧ߭௡| ൌ
|జሬሬԦభ|

ୖ
|ΔݎԦ| и ܽ௡ ൌ 	 limΔ୲→଴

Δ௩೙
Δ୲

ൌ
జభ
ோ
limΔ୲→଴

Δ௥

Δ୲
ൌ

జభ
మ

ோ
. 

Итак, ܽ௡ ൌ
జమ

ோ
 – это нормальное (центростремительное) ускорение.  

Нормальное ускорение Ԧܽ௡ перпендикулярно Ԧܽఛ (рис. 1.8) и направлено 
к центру кривизны траектории. Здесь R – радиус кривизны траектории (ради-
ус окружности, сливающейся с траекторией на бесконечно малом участке). 
При прямолинейном движении ܴ → ∞ и ܽ௡ ൌ 0. Если R = const и | Ԧ߭|	= const, 
то точка движется по окружности.  

Тангенциальное ускорение характеризует быстроту изменения модуля 
скорости, а нормальное – изменение скорости по направлению. 

Квадрат модуля ускорения  
 ܽଶ ൌ ܽఛଶ ൅ ܽ௡ଶ	и ускорение 

              ܽ ൌ ටቀ
ௗ௩

ௗ௧
ቁ
ଶ
൅ ቀ

௩మ

ோ
ቁ
ଶ
.        (1.14) 

Направление вектора Ԧܽ определяется 
углом φ, тангенс которого 

 tg φ = ܽ௡/ܽఛ.  
Движение точки называется равнопе-

ременным, если при движении  
ܽఛ ൌ const ് 0, а ܽ௡ ൌ 0, т. е. ускорение ܽ ൌ ܽఛ ൌ ݒ݀ Отсюда .ݐ݀/ݒ݀ ൌ  .ݐ݀ܽ
Интегрируя данное выражение, получим формулу скорости равнопеременно-
го прямолинейного движения: 

׬  ݒ݀
௩
௩బ

ൌ ܽ ׬ ݐ݀
௧
଴ , ݒ ൌ ଴ݒ ൅  (1.15) .	ݐܽ

Здесь ݒ଴,  скорости в моменты времени t = 0 и t соответственно. Если- ݒ
଴ݒ ൌ 0, то  

ݒ  ൌ  (1.16) 	.	ݐܽ

Так как скорость ݒ ൌ ܵ݀	то,ݐ݀/ܵ݀ ൌ  Подставляя в данное выражение .ݐ݀ݒ
уравнение (1.15), после интегрирования получим формулу пути равнопере-
менного прямолинейного движения: 

න݀ܵ

ௌ

଴

ൌ ଴ݒ න݀ݐ

௧

଴

൅ ܽන ݐ݀ݐ

௧

଴

, 

Рис.1.8 
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ܵ ൌ ݐ଴ݒ ൅
௔௧మ

ଶ
,	 (1.17) 

если ݒ଴ ൌ 0, то 

ܵ ൌ
௔௧మ

ଶ
.	 (1.18) 

При равноускоренном движении в формулах (1.15)–(1.18) ускорение а 
берется со знаком плюс, при равнозамедленном – со знаком минус. 

§ 5. Движение тела, брошенного под углом к горизонту 

Рассмотрим движение тела, брошенного под углом α к горизонту с на-
чальной скоростью ݒ଴ሬሬሬሬԦ. Покажем, что при отсутствии сопротивления воздуха 
движение будет происходить по параболе, изображенной на рис. 1.9. 

Движение данного тела можно представить как результат наложения 
двух одновременных прямолинейных движений по осям 0x и 0y, направлен-
ных вдоль поверхности Земли и по нормали к ней. 

По оси 0x движение равномерное с постоянной скоростью 

௫ݒ ൌ ଴௫ݒ ൌ  .଴cosܽݒ

Воспользовавшись формулой (1.5) для равномерного прямолинейного 
движения, запишем уравнение движения тела вдоль оси 0x: 

ݔ ൌ ݐ௢௫ݒ ൌ   (1.19)	.	cosܽݐ଴ݒ

По оси 0y движение равнопеременное с ускорением ܽ௬ ൌ െ݃ и с началь-
ной скоростью ݒ଴௬ ൌ  .଴sinܽݒ

 

 
 
Для равнопеременного движения согласно уравнениям (1.15) и (1.17) за-

пишем: 

Рис. 1.9
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௬ݒ	 ൌ ଴௬ݒ െ ݐ݃ ൌ ଴sinܽݒ െ  (1.20) 	,ݐ݃

ݕ  ൌ 	ݐ଴௬ݒ െ
௚௧మ

ଶ
ൌ sinܽݐ଴ݒ െ

௚௧మ

ଶ
	.	 (1.21) 

Исключив время t из уравнений движения (1.19) и (1.21), найдем уравне-
ние траектории: 

ݕ ൌ ݔ ∙ tgߙ െ ଴ݒଶ/ሺ2ݔ݃	
ଶcosଶߙሻ.	 (1.22) 

Это уравнение параболы. 
В момент падения тела на Землю координата y = 0. Приравняв y нулю, из 

уравнения (1.21) найдем время полета: 

ߙ଴sinݒሺݐ െ 2ሻ/ݐ݃ ൌ 0, 

ଵݐ ൌ 0, ଶݐ	 ൌ ሺ2ݒ଴/݃ሻsinߙ. 

Значение времени t1= 0 соответствует точке бросания тела. Таким обра-
зом, время полета тела 

௡ݐ																																																					 ൌ
ߙ݊݅ݏ଴ݒ2

݃
.																																																					ሺ1.23ሻ 

При подъеме тела значение скорости vy уменьшается и при ymax превра-
щается в ноль. Из уравнения (1.20), приняв vy = 0, находится время подъема 
тела на максимальную высоту: 

0 ൌ ߙ଴sinݒ െ  ,подݐ݃

откуда 

подݐ ൌ
ߙ଴sinݒ
݃

.																																																				ሺ1.24ሻ 

Сопоставляя выражения (1.23) и (1.24), видим, что время подъема тела на 
высоту ymax равно времени спуска его с этой высоты. 

Подставив время подъема tпод в формулу (1.21), найдем максимальную 
высоту подъема тела: 

୫ୟ୶ݕ ൌ
଴ݒ
ଶsinଶߙ
2݃

. 

Дальность полета xmax определяется, если в уравнение (1.19) вместо t 
подставить время полета: 
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୫ୟ୶ݔ	 ൌ ߙпcosݐ଴ݒ ൌ ଴ݒ
ଶsin2ߙ/݃. 

Дальность полета максимальна, когда значение sin2α максимально: 

sin2ߙ଴ ൌ ଴ߙ2									,1 ൌ 90°, ଴ߙ	 ൌ 45°. 

Из подобия треугольников MCD и MEB (см. рис. 1.9) запишем: 

ܤܧ
ܤܯ

ൌ
ܥܦ
ܥܯ

	или	
଴௫ݒ
ݒ

ൌ
ܽ௡
݃
	, 

откуда                                 ܽ௡ ൌ ଴௫ݒ ∙  ሺ1.25ሻ																																																	;ݒ/݃

ொ

ெ஻
ൌ

ெ஽

ெ஼
	или	

௩೤
௩
ൌ

௔ഓ
௚

, 

где 

ܽఛ ൌ ௬ݒ ∙
݃
ݒ
.																																																				ሺ1.26ሻ 

Радиус кривизны траектории R в произвольной точке М определяется с 
использованием формулы ܽ௡ ൌ  .ܴ/ଶݒ

§ 6. Вращение тела вокруг неподвижной оси 

Вращательным называется движение, при котором все точки тела опи-
сывают окружности, центры которых лежат на одной прямой, называемой 
осью вращения. 

Пусть тело за промежуток времени Δt =t2- t1 повернулось на угол Δ, пе-
рейдя из положения 1 в положение 2 (рис. 1.10). Вектор Δ, направленный 
вдоль оси вращения перпендикулярно плоскости, в которой происходит вра-
щение, называется вектором углового перемещения. Модуль вектора ∆ ሬ߮Ԧ	равен 
углу поворота Δ вокруг оси, выражен-
ному в радианах, а ориентация вектора 
определяется по правилу правого винта: 
если смотреть вдоль вектора ∆ ሬ߮Ԧ	,	то вра-
щение тела происходит по часовой 
стрелке. 

Отношение 
∆ఝሬሬԦ

∆௧
ൌ 〈 ሬ߱ሬԦ〉 называется 

средней угловой скоростью, а предел 
отношения  Рис. 1.10
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	 lim
∆௧ୀ଴

∆ ሬ߮Ԧ
ݐ∆

ൌ
݀ ሬ߮Ԧ
ݐ݀

ൌ ሬ߱ሬԦ 																																															ሺ1.27ሻ 

называется угловой скоростью. 

Угловая скорость – это векторная физическая величина, равная первой 
производной углового перемещения по времени. 

Угловая скорость измеряется в радианах в секунду (рад/с). Вектор угло-
вой скорости направлен по оси вращения, и ориентация его определяется пра-
вилом правого винта. 

Вращение может происходить с переменной угловой скоростью, которая 
меняется со временем как по величине, так и по направлению (смещение оси 
вращения). Если угловая скорость 	ሬ߱ሬሬԦ за промежуток времени Δt изменяется на 
∆ ሬ߱ሬԦ, то для характеристики такого вращательного движения вводится понятие 
углового ускорения. Угловым ускорением называется векторная физическая 
величина, равная первой производной угловой скорости по времени или вто-
рой производной углового перемещения по времени: 

Ԧߝ ൌ
݀ ሬ߱ሬԦ
ݐ݀

ൌ
݀ଶ ሬ߮Ԧ
ଶݐ݀

	.																																																	ሺ1.28ሻ 

Веторы ݀ ሬ߮Ԧ, ሬ߱ሬԦ, ߝԦ условно направлены вдоль оси вращения, не имеют оп-
ределенных точек приложения, называются псевдовекторами. 

Рассмотрим сначала для простоты вращение вокруг постоянно ориенти-
рованной в пространстве оси вращения. Тогда ሬ߱ሬԦ изменяется только по моду-
лю, при этом векторы ሬ߱ሬԦ и ߝԦ коллинеарные и направлены в одну и ту же сто-
рону, когда вращение ускоренное, и в противоположные стороны, когда 
вращение замедленное. 

Угловое ускорение измеряется в радианах на секунду в квадрате (рад/с2). 
Время одного полного оборота тела Т называется периодом обращения, 

величина, обратная периоду: 
ଵ

்
ൌ -называется частотой. Период измеряет ,ߥ

ся в секундах (с), а частота – в герцах (Гц). 
За один период обращения радиус-вектор ݎԦ,	отсчитываемый от оси вра-

щения, описывает угол, равный 2π рад, поэтому 2π = ωT, откуда ω = 2π/T = 
=2πn, где n – число оборотов. 

Вращательное движение, при котором угловая скорость ሬ߱ሬԦ ൌ const ് 0, 
называется равномерным вращением. 

По модулю | ሬ߱ሬԦ| ൌ
|ௗఝሬሬԦ|

ௗ௧
, откуда ݀߮ ൌ  Интегрируя данное выражение .ݐ݀߱
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න ݀߮

ఝ

ఝబ

ൌ ߱න݀ݐ,

௧

଴

 

получим формулу для определения зависимости модуля углового перемеще-
ния от времени: 

߮ െ ߮଴ ൌ  ݐ߱

или 

߮ ൌ ߮଴ ൅  ሺ1.29ሻ																																																				.ݐ߱
Вращательное движение, при котором угловое ускорение ߝԦ ൌ ݐݏ݊݋ܿ ് 0, 

называется равнопеременным вращением. Так как 

|Ԧߝ| ൌ
|ௗఠሬሬሬԦ|

ௗ௧
,	то ݀߱ ൌ 	и	ݐ݀ߝ ׬ ݀߱

ఠ
ఠబ

ൌ ߝ ׬ ݐ݀
௧
଴ . 

Откуда имеем: 

߱ ൌ ߱଴ ൅  ሺ1.30ሻ																																																	.	ݐߝ

Получим формулу для определения угловой скорости при равнопере-
менном вращении.  

Угловая скорость 

߱ ൌ ௗఝ

ௗ௧
, откуда ݀߮ ൌ  .ݐ݀߱

После интегрирования данного выражения с уче-
том формулы (1.30) 

න ݀߮

ఝ

଴

ൌ ߱଴ න݀ݐ

௧

଴

൅ ߝ න ݐ݀ݐ

௧

଴

 

получим формулу для определения модуля углового 
перемещения при равнопеременном вращении: 

߮ ൌ ߱଴ݐ ൅
ଶݐߝ

2
.																												ሺ1.31ሻ 

При равноускоренном вращении в уравнениях 
(1.30) и (1.31) угловое ускорение ε берется со знаком 
плюс, при равнозамедленном – со знаком минус. 

Рис. 1.11 
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Найдем связь между линейными и угловыми величинами. Пусть тело из 
положения 1 (рис. 1.11) переходит в положение 2 за малый промежуток вре-
мени dt, совершая бесконечно малое угловое перемещение ݀ ሬ߮Ԧ. Из рис.1.11 
видно, что 

|Ԧݎ݀| ൌ ܴ݀߮,	 

a ܴ ൌ  .где R – радиус окружности ,ߙԦ|sinݎ|

Откуда ݀ݎ ൌ  .ߙsin߮݀ݎ

Полученное выражение запишем в виде векторного произведения: 

Ԧݎ݀ ൌ ሾ݀ ሬ߮ԦݎԦሿ	.																																																		ሺ1.32ሻ 

Поделим правую и левую части уравнения (1.32) на dt: 

Ԧݎ݀
ݐ݀

ൌ ቈ
݀ ሬ߮Ԧ
ݐ݀

Ԧ቉ݎ ൌ ሾ ሬ߱ሬԦݎԦሿ, 

откуда 
Ԧݒ ൌ ሾ ሬ߱ሬԦݎԦሿ,																																																							ሺ1.33ሻ 

так как 

Ԧݎ݀
ݐ݀

ൌ Ԧݒ ,								
	݀ ሬ߮Ԧ
ݐ݀

ൌ ሬ߱ሬԦ. 

Следовательно, модули векторов связаны соотношением 

|Ԧݒ| ൌ ߙsinݎ߱ ൌ ܴ߱. 

Дифференцируя по времени уравнение (1.33), получим 

Ԧݒ݀
ݐ݀

ൌ ቈ
݀ ሬ߱ሬԦ
ݐ݀

Ԧ቉ݎ ൅ ቈ ሬ߱ሬԦ
Ԧݎ݀
ݐ݀
቉ 

или с учетом выражения (1.28) запишем: 

Ԧܽ ൌ ሾߝԦݎԦሿ ൅ ሾ ሬ߱ሬԦݒԦሿ ൌ ሾߝԦݎԦሿ ൅ ൣ ሬ߱ሬԦሾ ሬ߱ሬԦݎԦሿ൧. 

Если заменить вектор ускорения Ԧܽ ൌ ܽఛሬሬሬሬԦ ൅ ܽ௡ሬሬሬሬԦ, то 

|ܽఛሬሬሬሬԦ| ൌ |ሾߝԦݎԦሿ| ൌ ߙsinݎߝ ൌ  ሺ1.34ሻ																																								,ܴߝ

а                                            |ܽ௡ሬሬሬሬԦ| ൌ ߙsinݎ߱߱ ൌ ߱ଶܴ.																																										ሺ1.35ሻ 
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Тогда модуль полного ускорения | Ԧܽ| ൌ ඥܽఛଶ ൅ ܽ௡ଶ ൌ ଶߝ√ܴ ൅ ߱ସ. 

Таким образом найдена связь между модулями линейных и угловых ско-
ростей и ускорений. 

§7. Плоское движение твердого тела 

Плоским называется такое движение, при котором все точки тела дви-
жутся в плоскостях, расположенных параллельно друг другу. Рассмотрим 
плоское движение на примере цилиндра, катящегося без скольжения по гори-
зонтальной плоскости (рис.1.12). Такое движение удобно представлять как 
совокупность вращения вокруг какой-либо оси, параллельной образующей 
цилиндра, и поступательного движения со скоростью, равной скорости точек 
цилиндра, лежащих на этой оси. При любом выборе оси угловая скорость ω 
одна и та же. Осью вращения является либо ось О цилиндра, либо линия О` 
касания цилиндра с горизонтальной поверхностью. Если проскальзывания 
нет, то скорости точек на линии О` касания равны нулю, а скорость любой 
другой точки цилиндра будет такой же, как при вращении с той же угловой 
скоростью вокруг неподвижной оси, проходящей через линию касания О`, 
которая называется мгновенной осью вращения. 

Распределение скоростей точек, лежащих на вертикальном диаметре 
цилиндра, показано на рис.1.12,а. Так, например, скорости точки А равна  
vA= ω∙2R, так как она находится на расстоянии 2R от мгновенной оси О`. Ее 
можно представить как сумму скорости v оси О цилиндра и скорости ωR , 
обусловленной вращением вокруг оси цилиндра (рис.1.12,б): 

vA= v + ωR =2ωR, так как при качении без проскальзывания v=Rω. 
Точки оси цилиндра движутся прямолинейно; точки поверхности цилиндра – 
по циклоидам. 

 

 

б)а) 

Рис. 1.12
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 1. Скорость прямолинейно движущегося тела изменяется по за-
кону 

ݒ ൌ ଴ݒ ൅ ݐߙ ൅ ߙ ଶ, гдеݐߚ ൌ 2
м

сమ
, ߚ ൌ 3

м

сయ
, ଴ݒ ൌ 1

м

с
. 

Найти среднюю путевую скорость за промежуток времени от t1=1c до 
 t2 =10c. 
 

Дано: 
ݒ ൌ ଴ݒ ൅ ݐߙ ൅  ଶݐߚ
α=2 м/с2 
β=3 м/с3 
v0=1 м/с 
t1=1 c 
t2=10 c 

Решение. Поскольку известен закон изменения ско-
рости, то это прямая задача кинематики. 

Среднюю путевую скорость найдем как отно-
шение полного пройденного пути ко всему времени 
движения, используя формулу (1.9): 

ௌ〈ݒ〉 ൌ ,ݐ∆/ܵ∆ где	∆ݐ ൌ ଶݐ െ  .ଵݐ
Путь определяем следующим образом: 

ܵ ൌ න ݐ݀ݒ

௧మ

௧భ

ൌ නሺݒ଴ ൅ ݐߙ ൅ ݐଶሻ݀ݐߚ ൌ

௧మ

௧భ

 

ൌ ሺݒ଴ݐ ൅
ଶݐߙ

2
൅
ଷݐߚ

3
ሻ|
ଶݐ
ଵݐ
ൌ ଶݐ଴ሺݒ െ ଵሻݐ ൅ 

൅ఈ

ଶ
ሺݐଶ
ଶ െ ଵݐ

ଶሻ ൅ ఉ

ଷ
ሺݐଶ
ଷ െ ଵݐ

ଷሻ. 
 

 
ௌ〈ݒ〉 ൌ? 

 

Вычислим среднюю путевую скорость: 

ௌ〈ݒ〉 ൌ
ଶݐ଴ሺݒ െ ଵሻݐ ൅

ߙ
2 ሺݐଶ

ଶ െ ଵଶሻݐ ൅
ߚ
3 ሺݐଶ

ଷ െ ଵݐ
ଷሻ

ଶݐ െ ଵݐ
ൌ ଴ݒ ൅

ߙ
2
ሺݐଶ ൅ ଵሻݐ ൅ 

൅
ఉ

ଷ
ሺݐଶ
ଶ ൅ ଶݐଵݐ ൅  .ଵଶሻݐ

Подставив числовые значения, получаем 〈ݒ〉ௌ ൌ 123	м/с. 

Ответ: 〈ݒ〉ௌ ൌ 123	м/с. 
 

Задача 2. Материальная точка движется по закону: 

ሻݐԦሺݎ ൌ ሻଓԦ൅ݐsinሺ߱ߙ ,ሻଔԦݐcosଶሺ߱ߚ где	߱ ൌ 5
рад
с
, ߙ ൌ 2м, ߚ ൌ 3м. 

Определить вектор скорости, вектор ускорения и траекторию движения 
материальной точки. 
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Дано: 

ሻݐԦሺݎ ൌ  ሻଓԦ൅ݐsinሺ5ߙ

൅ߚcosଶሺ5ݐሻଔԦ 

ߙ ൌ 2м 

ߚ ൌ 3	м 
 

Решение. Это также прямая задача кинематики. 
Запишем закон движения в координатной 

форме, используя уравнения (1.1) и (1.2): 

൜
ሻݐሺݔ ൌ ܽsinሺ5ݐሻ,
ሻݐሺݕ ൌ ሻݐcosଶሺ5ߚ

																													ሺ1ሻ 

Определим проекции вектора скорости:  

௫ݒ ൌ
ݔ݀
ݐ݀

ൌ  ,ሻݐcosሺ5ߙ5

௬ݒ ൌ
ௗ௬

ௗ௧
ൌ െ2ߚcosሺ5ݐሻsinሺ5ݐሻ5 ൌ െ5ߚsinሺ10ݐሻ. 

 
ሻݐԦሺݒ ൌ? 
	 Ԧܽሺݐሻ ൌ?	 
ሻݔሺݕ ൌ? 

 
Тогда выражение для вектора скорости согласно формуле (1.7) будет 

иметь вид 

Ԧݒ ൌ ሻଓԦ൅ݐcosሺ5ߙ5 ሺെ5ߚሻsinሺ10ݐሻଔԦ	.																																		ሺ2ሻ 

Аналогично определим проекции вектора ускорения: 

 ܽ௫ ൌ
ௗ௩ೣ
ௗ௧

ൌ െ25ߙsinሺ5ݐሻ, ܽ௬ ൌ
ௗ௩೤
ௗ௧

ൌ െ50ߚcosሺ10ݐሻ. 

Выражение для вектора ускорения согласно формуле (1.11) примет вид 

Ԧܽ ൌ െ25ߙsinሺ5ݐሻଓԦ൅ ሺെ50ߚሻcosሺ10ݐሻଔԦ	.																											ሺ3ሻ 

 Для определения траектории движения исключим из системы уравнений (1) 
время t . Представим для этого систему уравнений в виде 

2

sin(5 ) .

cos (5 ) .

x
t

y
t

  

 
 

                                              (4) 

Возведя левую и правую части первого уравнения в системе уравнений 
(4) в квадрат и сложив их, получим 

sinଶሺ5ݐሻ ൅ cosଶሺ5ݐሻ ൌ
ଶݔ

ଶߙ
൅
ݕ
ߚ
.																																										ሺ5ሻ 

Левая часть уравнения (5) равна 1, тогда 
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ଶݔ

ଶߙ
൅
ݕ
ߚ
ൌ 1	.																																																								ሺ6ሻ 

Уравнение (6) является уравнением параболы: 

ݕ ൌ
ߚଶߙ െ 	ଶݔߚ

ଶߙ
	.																																																			ሺ7ሻ 

Подставив данные из условия задачи в уравнение (7), найдем траекторию 

движения: ݕ ൌ 3 െ ଷ

ସ
 .ଶݔ

При y = 0 траектория имеет вид параболы, расположенной выше оси x. 
Точка совершает колебательное движение по ней. 

Ответ:ݒԦ ൌ 10 cosሺ5ݐሻ ଓԦെ 15 sinሺ10ݐሻ ଔԦ	, 

Ԧܽ ൌ െ50sinሺ5ݐሻଓԦെ 150cosሺ10ݐሻଔԦ	, ݕ ൌ 3 െ
3
4
 .ଶݔ

Задача 3. Твердое тело начинает вращаться вокруг неподвижной оси с 
угловым ускорением ε=αt, где α=2·10-2 рад/с3. 

Через сколько времени после начала вращения вектор полного ускорения 
произвольной точки тела будет составлять угол =60с ее вектором скорости? 

 
Дано: 
ε = αt 
α=2·10-2 рад/с3 
=60 
 

Решение. Разложим век-
тор полного ускорения Ԧܽ 
(см. рисунок) на состав-
ляющие: ܽ௡ሬሬሬሬԦ и ܽఛሬሬሬሬԦ. Тогда 

 

t=? 

 

tg .na

a

      (1) 

Используя уравнение (1.34), найдем 

ܽఛ ൌ ܴߝ ൌ  ሺ2ሻ																																																				.	ܴݐߙ

С другой стороны по определению: 

	ܽఛ ൌ
ݒ݀
ݐ݀
	.																																																											ሺ3ሻ 

Из уравнений (2), (3) запишем:  

Рис. к задаче 3 
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ܴݐߙ  ൌ
ௗ௩

ௗ௧
	.																																																										ሺ4ሻ 

Разделим переменные в уравнении (4) и проинтегрируем его:  

ݐܴ݀ݐߙ ൌ ݐܴ݀ݐߙන,ݒ݀

௧

଴

ൌ න݀ݒ,

௩

଴

	 

ݒ  ൌ ܴߙ
௧మ

ଶ
.																																																										ሺ5ሻ 

Нормальное ускорение  

		ܽ௡ ൌ
ଶݒ

ܴ
ൌ
ସݐଶܴߙ

4
	.																																																ሺ6ሻ 

Подставим в формулу (1) уравнения (2) и (6): 

߮݃ݐ  ൌ
ఈ௧య

ସ
	.																																																											ሺ7ሻ 

Из уравнения (7) найдем время вращения тела: 

ݐ ൌ ටସ௧௚ఝ

ఈ

య
. 

Подставив числовые значения, получим: t = 7c. 

Ответ: t =7 c. 

Задача 4. Тело вращается вокруг неподвижной оси так, что его угловая 
скорость зависит от угла поворота ߮ по закону ߱ ൌ ߱଴ െ  где ߱଴= 3 с-1 ,߮ߙ

с-1. В момент времени t0 = 0 угол ߮଴ 0,1 =ߙ ൌ 0. Найти угловую скорость для 
момента t = 2c. 

 
Дано: 
߱ ൌ ߱଴ െ  ߮ߙ
t = 2 c 
 с-1 0,1 =ߙ
߱଴= 3 с-1 
 t0 = 0 
߮଴ ൌ 0 

Решение. Это обратная задача кинематики. Поэтому 
надо найти уравнение движения, т.е. φ=φ(t). Так как 

߱ ൌ
ௗఝ

ௗ௧
, то заданный закон движения запишем в виде 

ௗఝ

ௗ௧
ൌ ߱଴ െ  (1)                                 .ߙ

Разделим переменные ߮ и t: 

׬
ௗఝ

ఠబିఈఝ

ఝ
଴ ൌ ׬ ݐ݀

௧
଴ ,                                   (2)  

߱ ൌ	? 
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представим (2) в виде 

 െ
ଵ

ఈ
׬

ௗሺఠబିఈఝሻ

ఠబିఈఝ

ఝ
଴ ൌ ׬ ݐ݀

௧
଴ ,                                         (3)  

 ln	ሺ߱଴ െ ሻ|଴߮ߙ
ఝ ൌ െ(4)                                        .ݐߙ 

Откуда: 

	lnሾሺ߱଴ െ 	ሻ/߱଴ሿ߮ߙ ൌ െ(5)                                     .ݐߙ 

Потенцируем (5): 

	ሺ߱଴ െ ሻ/߱଴߮ߙ ൌ ݁ିఈ௧,                                         (6) 

	߮ ൌ
ఠబ
ఈ
ሺ1 െ ݁ିఈ௧ሻ.                                             (7) 

Подставив (7) в заданное условием задачи уравнение, получим  

߱ ൌ ߱଴ െ ߮ߙ ൌ ߱െ߱଴ሺ1 െ ݁ିఈ௧ሻ, ߱	 ൌ ߱଴݁ିఈ௧, ߱ ൌ 3݁ି଴,ଶ. 

Ответ:	߱ ൌ 2,46	сିଵ. 

Задача 5. Камень, брошенный с высоты h = 2,1 м под углом α= 45 к го-
ризонту, падает на расстоянии S = 42 м (по горизонтали) от места бросания. 
Найти начальную скорость v0 камня, время полета , максимальную высоту H 
полета над уровнем Земли, радиусы кривизны траектории в верхней точке RA 
и в точке падения камня на Землю RB . Сопротивление воздуха не учитывать. 

 
Дано: 
h = 2,1 м 
α= 45 
S = 42 м 
 

Решение. Камень можно рассматривать как материальную 
точку, движение которой происходит по параболе. Это слож-
ное движение представим как сумму двух независимых движе-
ний. Для этого выберем систему координат XOУ так, как пока-
зано на рисунке, а начало отсчета поместим в точку бросания 0. 
В горизонтальном направлении сумма сил, действующих на 
камень, равна нулю. Поэтому движение камня вдоль оси ОХ – 
равномерное со скоростью vx , равной горизонтальной состав-
ляющей начальной скорости v0 : 

v0=? H=? 
=? RA=? 
RB=? 

௫ݒ ൌ  .ߙ଴cosݒ

По вертикали на камень действует сила тяжести, поэтому движение кам-
ня вдоль оси ОУ будет равнопеременным (является равнозамедленным до 
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точки А и равноускоренным после точки А) с постоянным ускорением g, на-
правленным вертикально вниз. Скорость v0y равна вертикальной составляю-
щей начальной скорости v0: ݒ଴௬ ൌ  .ߙ଴sinݒ

Законы движения вдоль осей ОХ и OУ имеют вид 

ݔ ൌ  ሺ1ሻ																																																									,ߙcosݐ଴ݒ

ݕ  ൌ ߙsinݐ଴ݒ െ ݃
௧మ

ଶ
.																																																		ሺ2ሻ 

В конечной точке B траектории движения 

t=, x=S, y= – h. 

Поэтому:                                ܵ ൌ  ሺ3ሻ																																																									,ߙ଴߬cosݒ

 െ݄ ൌ ߙ݊݅ݏ଴߬ݒ െ ݃
ఛమ

ଶ
	.																																																		ሺ4ሻ 

Решение системы уравнений (3)–(4) дает время полета и начальную ско-
рость: 

߬ ൌ ඨ
2ሺ݄ ൅ ܵtgߙሻ

݃
,																																																			ሺ5ሻ 

଴ݒ ൌ
ܵ

߬cosߙ
	.																																																									ሺ6ሻ 

Используя уравнение (2), найдем 

௬ݒ ൌ
ݕ݀
ݐ݀

ൌ ߙ଴sinݒ െ  ሺ7ሻ																																														.	ݐ݃

В точке А траектории vy= 0, тогда время полета камня до этой точки: 
ଵݐ ൌ ሺݒ଴sinߙሻ/݃. 

Подставляя время t1 в формулу (2), найдем максимальную высоту траек-
тории над осью ОХ: 

௠௔௫ݕ ൌ
଴ݒ
ଶsinଶߙ
2݃

	,																																																				ሺ8ሻ 

а над Землей: 

ܪ ൌ ݄ ൅
଴ݒ
ଶsinଶߙ
2݃

	.																																																				ሺ9ሻ 
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Радиус кривизны траектории определяется из со-
отношения 

ܴ ൌ
௩మ

௔೙
. 

В точке А 

ݒ ൌ ஺ݒ ൌ ,௑ݒ ܽ௡ 	ൌ ݃.	 

Поэтому 

                                ܴ஺ ൌ
௩బ
మୡ୭ୱమఈ

௚
	.																									ሺ10ሻ 

В точке В 

ܴ஻ ൌ
௩ಳ
మ

௔೙
. 

Из рисунка видно, что ܽ௡ ൌ ݃sinߚ, sinߚ ൌ
௩ೣ
௩ಳ

, тогда 

ܴ஻ ൌ
஻ݒ
ଷ

ߙ଴cosݒ݃
	.																																																		ሺ11ሻ 

Здесь: 

஻ݒ ൌ ඥݒ௫ଶ ൅ ௬ଶݒ ൌ ඥݒ଴
ଶcosଶߙ ൅ ሺݒ଴sinߙ െ ݃߬ሻଶ. 

Ответ: =3 c, v0=20 м/с , H=12 м, vB=20,8 м/c,  

RA=20 м, RB=67 м. 

 

  

Рис. к задаче 5 
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Глава 2 
ДИНАМИКА ПОСТУПАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

Динамика изучает движение тел под действием приложенных к ним сил. 

§ 8. Законы Ньютона 

Первый закон Ньютона (закон инерции) 

Существуют такие системы отсчета, относительно которых всякое 
тело сохраняет состояние относительного покоя или равномерного и прямо-
линейного движения до тех пор, пока на него не действуют другие тела или 
действия их скомпенсированы. Такие системы отсчета называются инерциаль-
ными, а первый закон Ньютона называют также законом инерции. Движение 
по инерции – это движение свободное от внешних воздействий. 

Действие одних тел на другие характеризуется силой. 
Сила – это мера взаимодействия двух тел, в результате которого тела 

приобретают ускорение или деформируются. Сила – векторная величина. 
Свойство тел сохранять при отсутствии внешнего воздействия состояние 

покоя или равномерного и прямолинейного движения называют инертно-
стью. Инертность тел характеризуется скалярной величиной, постоянной для 
данного тела (в механике Ньютона), называемой массой тела. 

 
Второй закон Ньютона 

В инерциальной системе отсчета ускорение Ԧܽ, с которым движется 
тело, прямо пропорционально силе ܨԦ, действующей на тело, и обратно про-
порционально массе тела m:  

Ԧܽ ൌ
Ԧܨ

݉
.																																																								ሺ1.36ሻ 

В уравнении (1.36) масса считается величиной постоянной. 
Направление ускорения совпадает с направлением силы. 
Если на тело действует несколько сил (n, например), то второй закон 

Ньютона можно записать в виде 

෍ܨԦ௜ ൌ ݉ Ԧܽ

௡

௜ୀଵ

. 
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В системе СИ сила измеряется в ньютонах (Н), 1Н = 1кг·м/с2.  
Уравнение (1.36), записанное в дифференциальном виде: 

݉
Ԧݒ݀
ݐ݀

ൌ  Ԧܨ

называют основным уравнением динамики материальной точки. В зависимо-
сти от постановки задачи решение основного уравнения динамики проводится 
в векторной форме или в проекциях на координатные оси. 

Если из первого закона Ньютона следует фундаментальное свойство всех 
тел – инертность, то второй закон Ньютона выражает количественную связь 
между силой, ускорением и массой, являющейся мерой инертности.  

Различают основную и обратную задачи динамики. В основной задаче по 
заданным силам и начальным условиям определяется состояние механиче-
ской системы. Содержанием обратной задачи является определение закона 
движения, если известно ускорение движения и заданы начальные условия. 

 
Третий закон Ньютона 

При взаимодействии двух тел возникают две силы, которые равны по 
модулю, направлены в противоположные стороны вдоль прямой, соединяю-
щей тела: 

Ԧଵଶܨ ൌ െܨԦଶଵ	,																																																					ሺ1.37ሻ 

где ܨԦଵଶ – сила, с которой первое тело действует на второе;	ܨԦଶଵ – сила, с кото-
рой второе тело действует на первое. 

Если силы взаимодействия двух тел равны по величине и противополож-
ны по направлению, то они не могут вызвать движение обоих тел в одном 
направлении. Такое движение возможно, если одно или оба тела взаимодей-
ствуют с третьим телом. Например, лошадь везет телегу за счет взаимодей-
ствий с дорогой, обусловленных силами трения. 

Принцип независимости действия сил: если на материальную точку 
массой mj одновременно действует несколько сил, то каждая из них сообща-
ет материальной точке ускорение Ԧܽ௜ ൌ  Ԧ௜/݉௜ так, как будто другие силы неܨ
действуют. 

Силы, рассматриваемые в классической механике, имеют электромаг-
нитную (силы упругости, силы трения) и гравитационную природу (силы тя-
готения, силы тяжести). 

Как уже отмечалось, состояние материальной точки в заданный момент 
времени в классической механике определяется ее координатами x, y, z и ком-
понентами ее скорости vx, vy, vz, т. е. радиусом-вектором точки ࢘ሬԦ и ее скоро-
стью ܞሬԦ . 
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В механике Ньютона состояние материальной точки в момент времени t 
определяется из решения основного уравнения динамики по известным в на-
чальный момент времени координатам и проекциям скорости. Это положение 
называется механическим детерминизмом. 

§ 9. Силы в механике 

В динамике при изучении движения тел необходимо знать силы, дейст-
вующие на тело, и их зависимость от различных величин. 

Силы тяготения (гравитационные силы) возникают в результате взаим-
ного притяжения тел и подчиняются закону всемирного тяготения: 

ܨ ൌ
ଵ݉ଶ݉ܩ

ଶݎ
.																																																		ሺ1.38ሻ 

Сила взаимного притяжения F двух материальных точек прямо пропор-
циональна произведению их масс, обратно пропорциональна квадрату рас-
стояния r между ними и направлена вдоль прямой, соединяющей материаль-
ные точки. 

Масса, фигурирующая во втором законе Ньютона, описывает инертные 
свойства тел и получила название инертной массы. Масса, определяемая за-
коном всемирного тяготения, называется тяжелой или гравитационной. Раз-
нообразные опыты подтвердили, что эти массы эквивалентны. 

В уравнении (1.38) G=6,67·10-11 м3/(кг·с)2 – гравитационная постоянная. 
Силой тяжести материальной точки называется сила ݉ Ԧ݃, равная век-

торной сумме силы ܨԦ тяготения этой материальной точки к Земле и центро-
бежной силы инерции Fц, обусловливающей участие материальной точки в 
суточном вращении Земли. Под действием силы тяжести все тела падают с 
постоянным для данной местности ускорением свободного падения Ԧ݃. Уско-
рение свободного падения не зависит от массы падающего тела и изменяет-
ся с широтой местности в пределах от 9,78 м/с2 на экваторе до 9,83 м/с2 на 
полюсах. 

Весом тела ሬܲԦ называется сила, с которой тело, вследствие его притяже-
ния к Земле, действует на опору или подвес. Вес тела приложен к опоре или 
подвесу. 

Невесомость – это состояние механической системы, движущейся в гра-
витационном поле, при котором это поле не вызывает давления частей систе-
мы друг на друга и их деформации. В состоянии невесомости тела не оказы-
вают давления на окружающие их тела. Например, при свободном падении 
тело находится в состоянии невесомости. Состояние невесомости тела может 
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наступить при движении в лифте, если кабина лифта опускается с ускорени-
ем, равным ускорению свободного падения g. 

Силы упругости возникают при деформации тел. 
Деформация – это изменение формы или объема тела под действием силы. 
Упругими называются деформации, которые полностью исчезают после 

прекращения действия деформирующих сил. 
Для небольших упругих деформаций справедлив закон Гука1: сила упру-

гости F прямо пропорциональна величине деформации x: 

ܨ ൌ െ݇ݔ,																																																							ሺ1.39ሻ 

где k – коэффициент упругости (жесткость), [k] = Н/м. 
Сила трения скольжения возникает при относительном перемещении 

двух соприкасающихся тел. Она не зависит от площади поверхностей сопри-
косновения трущихся тел и пропорциональна силе нормального давления N, 
прижимающей поверхности друг к другу: 

трܨ ൌ  ሺ1.40ሻ																																																					,ܰߤ

где μ – коэффициент трения скольжения, зависящий от состояния соприка-
сающихся поверхностей. 

Сила трения направлена по касательной к трущимся поверхностям в сто-
рону, противоположную движению тела. 

Сила трения возникает не только при скольжении одной поверхности по 
другой, но и при попытках вызвать такое скольжение. В этом случае она на-
зывается силой трения покоя. 

Сила трения покоя ܨтр.п равна по модулю внешней силе, которую при-
кладывают к телу, пытаясь сдвинуть его с места. Она может принимать лю-
бые значения от нуля до силы трения скольжения ܨтр: 

0 ൏ тр.пܨ ൏  .трܨ

Сила сопротивления возникает при движении тела в газе или в жидко-
сти: 

௖ሬሬሬሬԦܨ	  ൌ െ݇ݒԦ,                                                 (1.41) 

где к – коэффициент сопротивления. Сила сопротивления зависит от скорости 
тела и направлена в сторону, противоположную движению. 

 

                                                            
1 Роберт Гук (1635–1703) – английский физик. 
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§ 10. Импульс тела. Закон сохранения импульса 

 Рассмотрим движение тела массой m под действием внешних сил. По второ-
му закону Ньютона ܨԦ ൌ ݉ Ԧܽ, где ܨԦ – геометрическая сумма внешних сил, Ԧܽ – 
ускорение, сообщаемое телу. Так как ускорение Ԧܽ ൌ  то ,ݐ݀/Ԧݒ݀

Ԧܨ ൌ ݉
Ԧݒ݀
ݐ݀

ൌ
݀
ݐ݀
ሺ݉ݒԦሻ ൌ

Ԧ݌݀
ݐ݀
	.																																						ሺ1.42ሻ 

В уравнении (1.42) произведение массы тела на его скорость (݉ݒԦ) назы-
вается импульсом тела ݌Ԧ. Согласно (1.42) второй закон Ньютона формулиру-
ется следующим образом: скорость изменения импульса тела равна силе, дей-
ствующей на тело. Это наиболее общая формулировка основного закона 
динамики поступательного движения. 

Импульс тела – величина векторная. Вектор импульса совпадает по на-
правлению с вектором скорости. 

Единица измерения импульса в системе СИ килограмм-метр в секунду 
(кг∙м/с). 

Рассмотрим механическую систему, состоящую из n поступательно дви-
жущихся тел. Используя второй закон Ньютона (1.42), запишем систему 
уравнений: 

ௗሺ௠భ௩ሬԦభሻ

ௗ௧
ൌ Ԧଵଶܨ ൅ Ԧଵଷܨ ൅ ⋯൅ Ԧଵ௡ܨ ൅  ,Ԧଵܨ

ௗሺ௠మ௩ሬԦమሻ

ௗ௧
ൌ Ԧଶଵܨ ൅ Ԧଶଷܨ ൅ ⋯൅ Ԧଶ௡ܨ ൅  ,Ԧଶܨ

∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ 

ௗሺ௠೙௩ሬԦ೙ሻ

ௗ௧
ൌ Ԧ௡ଵܨ ൅ Ԧ௡ଶܨ ൅⋯൅ Ԧ௡ሺ௡ିଵሻܨ ൅  .Ԧ௞ܨ

Силы ܨԦଵଶ, ,Ԧଵଷܨ … , ,Ԧଵ௡ܨ ,Ԧଶଵܨ … , -Ԧ௡ሺ௡ିଵሻ, возникающие в результате взаимоܨ
действия между телами данной системы, называются внутренними. Силы 
,Ԧଵܨ ,Ԧଶܨ . . . , -с которыми на тела данной системы действуют тела других сис	Ԧ௞,ܨ
тем, называются внешними. 

Сложив левые и правые части уравнений, получим 

෍
݀ሺ݉௜ݒԦ௜ሻ
ݐ݀

ൌ෍ܨԦвнутр ൅෍ܨԦвнешн 

или 
ௗ௣Ԧ

ௗ௧
ൌ Ԧвнутрܨ∑ ൅  ,Ԧвнешнܨ∑

где 
ௗ௣Ԧ

ௗ௧
 – изменение импульса системы; 
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 .ԦԦвнешн – сумма внешних силܨ∑ ;ԦԦвнутр – сумма внутренних силܨ∑

На основании третьего закона Ньютона ∑ܨԦԦвнутр ൌ 0, поэтому данное 
уравнение запишем в виде  

Ԧ݌݀  ⁄ݐ݀ ൌ  (1.43)																																													.	Ԧвнешнܨ∑

Изменение импульса системы тел определяется суммой внешних сил, 
действующих на систему. Это закон изменения импульса системы тел. 

Если система замкнута, то ∑ܨԦԦвнешн ൌ 0 и уравнение примет вид 

Ԧ݌݀ ⁄ݐ݀ ൌ 0 или ݀݌Ԧ ൌ 0. 

А это значит, что 
Ԧ݌  ൌ const.																																																						ሺ1.44ሻ 

Получен закон сохранения импульса системы тел: полный (суммар-
ный) импульс замкнутой системы тел остается постоянным по величине и 
направлению. 

Закон сохранения импульса справедлив в замкнутой системе, когда на 
тела не действуют внешние силы. Импульс есть векторная величина, и от-
дельные проекции импульса могут сохраняться и в незамкнутой системе. Од-
нако его можно применять, если сумма внешних сил, действующих на систе-
му тел, не равна нулю, т. е. ∑ܨԦ௜ ് 0, но равна нулю сумма проекций всех 
внешних сил на какую-либо ось (например, ось х), тогда проекция импульса 
системы на эту ось рx = const. 

Закон сохранения импульса связан с однородностью пространства и 
является фундаментальным законом природы. 

§11. Движение тела переменной массы 

Иногда в процессе движения масса тела изменяется (ракета, реактивный 
самолет и др.). Найдем уравнение движения тела переменной массы на при-
мере движения ракеты. Пусть в момент времени t масса ракеты равна m, а 
скорость Ԧ߭. За малый промежуток времени dt ( за счет истечения газов) масса 
ракеты изменится и станет равной (m – dm), а скорость увеличится и станет 

равной ሺ Ԧ߭ ൅ 	݀߭ሻሬሬሬԦ. Тогда изменение импульса ракеты: 

Ԧ݌݀ ൌ ۤሺ݉ െ ݀݉ሻሺ Ԧ߭ ൅ ݀ Ԧ߭ሻ ൅ ݀݉ሺ Ԧ߭ ൅ ۥሬԦሻݑ െ ݉ Ԧ߭,              (1.45) 

где ݑሬԦ – скорость истечения газов относительно ракеты. Раскрывая скобки и 
учитывая, что dm∙d Ԧ߭ – малая высшего порядка малости по сравнению с ос-
тальными членами уравнения, получим: ݀݌Ԧ ൌ ݉݀ Ԧ߭ ൅	ݑሬԦ݀݉. 
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По второму закону Ньютона, если ݀݌Ԧ ൌ ݐԦ݀ܨ то ,ݐԦ݀ܨ	 ൌ Ԧݒ݀݉ ൅  ሬԦ݀݉, гдеݑ
-Ԧ – результирующая внешних сил, действующих на ракету. Полученные выܨ

ражения запишем в виде: ݉
ௗ௩ሬԦ

ௗ௧
ൌ Ԧܨ	 െ	ݑሬԦ

ௗ௠

ௗ௧
 или 

݉ Ԧܽ ൌ Ԧܨ	 ൅  Ԧр,                                              (1.46)ܨ

где ܨԦр ൌ െ	ݑሬԦ
ௗ௠

ௗ௧
  называется реактивной силой. 

Когда вектор скорости истечения газов ݑሬԦ направлен в противополож-
ном направлении к вектору скорости ݒԦ, то ракета ускоряется, если ݑሬԦ и ݒԦ сов-
падают по направлению, то ракета тормозится. 

Уравнение (1.46) впервые было выведено Мещерским1 и называется 
уравнением движения тела переменной массы. 

Если на ракету не действуют силы, т.е. ܨԦ ൌ 0, то уравнение (1.46) при-

мет вид: ݉
ௗ௩ሬԦ

ௗ௧
ൌ 	െ	ݑሬԦ

ௗ௠

ௗ௧
, откуда можно получить максимальную скорость, 

приобретенную ракетой: 

Ԧ௠а௫ݒ ൌ 	െ	ݑሬԦ ׬
ௗ௠

௠

௠
௠బ

ൌ ሬԦ݈݊ݑ
௠బ

௠
 ,                                  (1.47) 

где m0 – стартовая масса ракеты, m – конечная масса ракеты. Выражение 
(1.47) называется формулой Циолковского2. 

В действительности скорость современных ракет меньше vmax и позво-
ляет осуществить первую (v1ൎ8 км/с), вторую (v2ൎ11,2 км/с) и третью 
(v3ൎ16,7 км/с) космические скорости. 

§ 12. Центр масс. Закон движения центра масс 

Точка С (рис. 1.13), положение которой можно 
определить радиусом-вектором 

ሬሬԦ௖ݎ	 ൌ
݉ଵݎԦଵ ൅ ݉ଶݎԦଶ ൅ ⋯൅݉௡ݎԦ௡
݉ଵ ൅݉ଶ ൅⋯൅݉௡

ൌ
1
݉
෍݉௜ݎԦ௜

௡

௜ୀଵ

,						ሺ1.48ሻ 

называется центром масс системы. Масса i-й частицы 
системы обозначена ݉ூ, -Ԧ௜ – радиус-вектор, опредеݎ
ляющий положение i-й частицы; m – масса системы. 

Дифференцируя по времени уравнение (1.48), 
найдем скорость движения центра масс: 

                                                            
1 Иван Всеволодович Мещерский (1859–1935) – советский ученый.  
2 Константин Эдуардович Циолковский (1857–1935) – советский ученый, основопо-
ложник космонавтики. 

Рис. 1.13 
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Ԧ௖ݒ ൌ
1
݉
෍݉௜ݒԦ௜

௡

௜ୀଵ

ൌ
1
݉
෍݌Ԧ௜

௡

௜ୀଵ

ൌ
Ԧ݌
݉
	,																																	ሺ1.49ሻ 

где ݒԦ௜ – скорость, а ݌Ԧ௜ – импульс i-й частицы; ݌Ԧ – импульс системы. 
Из уравнения (1.49) следует, что импульс системы равен произведению 

ее массы на скорость движения центра масс: 

ሬሬሬԦ݌	 ൌ  ሺ1.50ሻ																																																						.	Ԧ௖ݒ݉

Подставив выражение (1.48) в уравнение (1.42), получим уравнение дви-
жения центра масс: 

݀
ݐ݀
ሺ݉ݒԦ௖ሻ ൌ ݉

Ԧ௖ݒ݀
ݐ݀

ൌ ݉ Ԧܽ௖ ൌ  ሺ1.51ሻ																																				ሬሬሬԦ,ܨ

где Ԧܽ௖ – ускорение центра масс. 
Из уравнения (1.51) можно сделать вывод, что центр масс системы 

движется так же, как материальная точка, масса которой равна массе 
данной системы, и на которую действует сила, равная результирующей всех 
внешних сил, приложенных к системе. Для замкнутой системы результирую-

щая сила ܨԦ ൌ 0, значит, Ԧܽ௖ ൌ 0, т. е. центр масс замкнутой системы движется 
прямолинейно и равномерно или покоится. 

§ 13. Энергия, работа, мощность 

Универсальной количественной мерой движения и взаимодействия всех 
видов материи является энергия. 

Различают виды энергии: механическая, внутренняя, электромагнитная, 
ядерная и др. В процессе взаимодействия тел энергия может переходить из 
одного вида в другой. Например, при трении тела нагреваются, при этом ме-
ханическая энергия переходит во внутреннюю энергию. Изменение вида 
энергии связано с совершением работы. 

Механическая работа – это физическая величина, равная скалярному 
произведению двух векторов, силы ܨԦ и перемещения Ԧܵ. Для элементарной 
работы можно записать выражение 

ܣ݀ ൌ Ԧܨ ∙ ݀ Ԧܵ ൌ ܨ ∙ ߙݏ݋ܿܵ݀ ൌ  ሺ1.52ሻ																																,	ௌ݀ܵܨ

где ܨௌ – проекция силы на направление перемещения, α – угол между векто-
рами силы и перемещения. 

Если α = 0, то dA = FdS – максимальная величина; если α = 90°, то А = 0; 
если α = 180°, то dA = –FdS – работа отрицательная (работа сил сопротивления). 
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Работа, совершаемая внешними силами над системой, считается положи-
тельной; работа, совершаемая самой системой, считается отрицательной.  

Для расчета работы при перемещении частицы от S1 до S2 надо проин-
тегрировать уравнение (1.52): 

ܣ ൌ න Ԧܨ ∙ ݀ Ԧܵ

ௌమ

ௌభ

.																																																		ሺ1.53ሻ 

Работа на отрезке пути от точки 1 до точки 2 численно равна площади 
фигуры 012С (рис. 1.14,а).  

В системе СИ работа и энергия измеряются в джоулях (Дж), 1 Дж = 1 Н·м.  
Консервативной называют силу, работа которой определяется началь-

ным и конечным положением тела и не зависит от пути, по которому оно дви-
галось. 

Консервативными являются силы тяготения, силы упругости. Системы, в 
которых действуют только консервативные силы, называются консерватив-
ными или потенциальными системами. 

Силы, приводящие к рассеиванию энергии, называются диссипативными 
(силы трения, силы сопротивления и т. д.), а системы, в которых действуют 
диссипативные силы, называются диссипативными системами. 

Вычислим работу упругой силы, действующей, например, при растяже-
нии пружины. Сила упругости F и удлинение пружины x связаны зависимо-
стью, определяемой законом Гука (1.39): F= – kx. Элементарная работа dA 
при бесконечно малом удлинении пружины dx будет равна: 

ܣ݀ ൌ ԦݔԦ݀ܨ ൌ หܨԦห|݀ݔԦ|cos180° ൌ െหܨԦห|݀ݔԦ| ൌ െ݇ݔ݀ݔ	.												ሺ1.54ሻ 

Интегрируя уравнение (1.54), найдем работу, совершаемую упругой си-
лой при растяжении пружины: 

 

 

0 

а) 

2

Рис. 1.14 

б)

1 
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ܣ	 ൌ െ න ݔ݀ݔ݇

௫మ

௫భ

ൌ െቆ
ଶݔ݇

ଶ	

2
െ
ଵଶݔ݇

2
ቇ.																													ሺ1.55ሻ 

Из выражения (1.55) следует, что работа сил упругости зависит только от 
начального x1 и конечного x2 положений пружины, а значит, силы упругости 
являются консервативными. 

Согласно уравнению (1.55) работа, совершаемая внешней силой при рас-
тяжении пружины на величину х, равна 

ܣ ൌ
ଶݔ݇

2
,																																																				ሺ1.56ሻ 

если принять х = 0 у недеформированного тела. 
Мощностью N называется физическая величина, равная работе, совер-

шаемой в единицу времени: 

ܰ ൌ
ܣ݀
ݐ݀

ൌ
Ԧ݀ܨ Ԧܵ

ݐ݀
ൌ Ԧܨ

݀ Ԧܵ

ݐ݀
ൌ  ሺ1.57ሻ																															.	ԦݒԦܨ

Мощность равна скалярному произведению двух векторов: силы ܨԦ и скорости 
перемещения частицы ݒԦ. 

В системе СИ мощность измеряется в ваттах (Вт), 1Вт = 1 Дж/с. 

§ 14. Кинетическая и потенциальная энергии 

Кинетическая энергия Ек – это физическая скалярная величина, являю-
щаяся мерой механического движения тел. 

Пусть тело массой m движется под действием внешней силы ܨԦ с ускоре-
нием Ԧܽ ൌ Ԧݒ݀ ⁄ݐ݀ . 

Сила ܨԦ ൌ ݉ Ԧܽ ൌ ݉
ௗ௩ሬԦ

ௗ௧
, а элементарная работа данной силы на перемеще-

ние ݀ Ԧܵ равна: ݀ܣ ൌ Ԧ݀ܨ Ԧܵ ൌ ݉
ௗ௩ሬԦ

ௗ௧
݀ Ԧܵ ൌ Ԧݒ݀݉

ௗௌԦ

ௗ௧
ൌ  .ԦݒԦ݀ݒ݉

Так как ݀ሺ
௠௩ሬԦమ

ଶ
ሻ ൌ

ଵ

ଶ
݉ ∙ ԦݒԦ݀ݒ2 ൌ ܣ݀ Ԧ, тоݒԦ݀ݒ݉ ൌ ݀ ቀ

௠௩ሬԦమ

ଶ
ቁ. 

Интегрируем полученное выражение: 

׬ ܣ݀
ଶ
ଵ ൌ ׬ ݀ሺ

௠௩మ

ଶ

௩మ
௩భ

ሻ, ଵଶܣ	 ൌ
௠௩మ

మ

ଶ
െ

௠௩భ
మ

ଶ
. 

Здесь  
ଶݒ݉

2
ൌ  ሺ1.58ሻ																																																							௞ܧ

 – кинетическая энергия тела. 
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Таким образом, работа внешней силы ܨԦ при перемещении тела равна 
приращению кинетической энергии тела. Это утверждение является теоремой 
о кинетической энергии. 

Отметим, что приращение кинетической энергии (в отличие от импуль-
са) определяется работой не только внешних, но и внутренних сил. 

Механическая энергия, зависящая от взаимного расположения тел или 
отдельных его частей и их положения во внешнем силовом поле, называется 
потенциальной энергией. 

Работа в поле консервативных сил по замкнутому пути равна нулю. Эта 
работа не зависит от формы траектории, а определяется начальной и конечной 
координатами точки. В силу чего каждая точка пространства, в которой дей-
ствуют консервативные силы, обладает некоторой запасенной работой, зави-
сящей от природы действующих сил и положения точки в пространстве. 

Работа поля при перемещении материальной точки из бесконечности в 
точку 1, взятая со знаком минус, является потенциальной энергией в этой точ-

ке пространства: Ер1=Е(x,y,z) =-׬ Ԧ݀ܨ Ԧܵ.
ଵ	
ஶ  Работа перемещения материальной 

точки из положения 1 в положение 2 определяется разностью потенциальных 

энергий этих точек: A12=Ep1 –Ep2 =׬ Ԧ݀ܨ Ԧܵ.
ଶ
ଵ  

Принято считать, что Ер =0, если расстояние между взаимодействующи-
ми частицами стремится к бесконечности и имеет знак минус при сближении 
частиц и знак плюс при их удалении. 

Итак, мерой потенциальной энергии является работа консервативных 
сил, осуществляющих взаимодействие между телами или частями тел. 

Рассмотрим перемещение частицы массой m в поле силы тяжести из точ-
ки 1 в точку 2 (рис.1.14,б). Работа А12, согласно (1.52), равна: 

ଵଶܣ ൌ Ԧ்ܨ Ԧܵଵଶ ൌ ݉ Ԧ݃ Ԧܵଵଶ, 

где ܨԦ் ൌ ݉ Ԧ݃ – сила тяжести. 

Проекция вектора перемещения Ԧܵଵଶ на направление силы тяжести равна 
разности высот (h1 – h2): 

ଵଶܣ	 ൌ ݉݃ሺ݄ଵ െ ݄ଶሻ ൌ െ݄݉݃.																																		ሺ1.59ሻ 

Величина mgh = Ep называется потенциальной энергией силы тяжести. 
Таким образом, тело, поднятое на высоту h, обладает потенциальной 

энергией Еp, которая определяется начальным и конечным положениями тела. 
Высота h отсчитывается от нулевого уровня, выбираемого произвольно. Из 
соотношения (1.59) следует, что работа силы тяжести равна убыли потенци-
альной энергии системы, т. е.	݀ܣ ൌ െ݀ܧ௣. 
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Потенциальной энергией обладают упругодеформированные тела (рас-
тянутый или сжатый стержень, сжатая или растянутая пружина). 

В этом случае потенциальная энергия зависит от взаимного расположе-
ния частей тела. 

Чтобы растянуть пружину на величину x согласно формуле (1.56) нужно 

совершить работу: ܣ ൌ
௞௫మ

ଶ
. 

Эта работа идет на увеличение потенциальной энергии пружины: 

௣ܧ ൌ
ଶݔ݇

2
.																																																				ሺ1.60ሻ 

Установим связь между потенциальной энергией и силой. 
Пусть имеется консервативная система, в которой материальная точка 

движется в направлении оси х. При перемещении точки на величину dx силы 
поля совершают работу: ݀ܣ ൌ  которая равна убыли потенциальной ,ݔ௫݀ܨ
энергии, т. е. ݀ܣ ൌ െ	݀ܧ௣. 

Таким образом,	ܨ௫݀ݔ ൌ െ݀ܧ௣, откуда	ܨ௫ ൌ െ
డா೛
డ௫

. Для компонент силы 

по осям y и z можно аналогично записать 

௬ܨ ൌ െ
డா೛
డ௬

, ௭ܨ ൌ െ
డா೛
డ௭

. 

Так как вектор силы ܨԦ ൌ ଓԦܨ௫ ൅ ଔԦܨ௬ ൅ ሬ݇Ԧܨ௭, получим  

Ԧܨ  ൌ െቀଓԦ
డா೛
డ௫

൅ ଔԦ
డா೛
డ௬

൅ ሬ݇Ԧ డா೛
డ௭
ቁ ൌ െܧ׏௣ ൌ െ݃ܧ݀ܽݎ௣,																ሺ1.61ሻ 

где ׏ – оператор Гамильтона1 (оператор набла). 

Вектор с компонентами ߲ܧ௣ ⁄ݔ߲ , ௣ܧ߲ ⁄ݕ߲ , ௣ܧ߲ ⁄ݖ߲ , где ܧ௣ – скалярная 
функция координат x, y, z, называется градиентом потенциальной энергии и 
обозначается ݃݀ܽݎ	ܧ௣. 

Направление вектора градиента совпадает с направлением оси, вдоль ко-
торой скалярная функция (в данном случае ܧ௣) возрастает с наибольшей ско-
ростью. 

Следовательно, консервативная сила равна градиенту потенциальной 
энергии, взятому со знаком минус. 

 

                                                            
1 Уильям Роуан Гамильтон (1805–1865) – ирландский ученый. 
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§ 15. Закон сохранения энергии 

Полная механическая энергия системы Е равна сумме кинетической и по-
тенциальной энергий: 

ܧ ൌ ௞ܧ ൅  ሺ1.62ሻ																																																		.	௣ܧ

Рассмотрим случай, когда в замкнутой системе действуют только кон-
сервативные силы. Элементарная работа этих сил ݀ܣ сопровождается измене-
нием кинетической ݀ܧ௞ и одновременно равным по значению, но противопо-
ложным по знаку изменением потенциальной энергии	݀ܧ௣системы: 

ܣ݀ ൌ ௞ܧ݀ ൌ െ݀ܧ௣. 

Отсюда 

௞ܧ݀ ൅ ௣ܧ݀ ൌ ݀ሺܧ௞ ൅ ௣ሻܧ ൌ ܧ݀ ൌ 0, 

так как для замкнутых систем ݀ܣ ൌ 0. Следовательно, 

݀ሺܧ௞ ൅ ௣ሻܧ ൌ 0 

или 
ܧ ൌ ௞ܧ ൅ ௣ܧ ൌ const.																																										ሺ1.63ሻ 

В замкнутой системе, в которой действуют только консервативные 
силы, полная механическая энергия со временем не изменяется. Это закон со-
хранения энергии в механике. При наличии в системе диссипативных сил пол-
ная механическая энергия системы уменьшается, переходя во внутреннюю 
энергию тел системы. 

Закон сохранения механической энергии можно применять и для не-
замкнутых систем, когда: а) суммарная работа внешних сил, действующих на 
тела системы, равняется нулю; б) уменьшение энергии системы, связанное с 
преодолением диссипативных сил, компенсируется увеличением энергии за 
счет работы внешних сил. Отметим, что при свободном падении тело также 
нельзя считать замкнутой системой, так как на него действует внешняя сила – 
сила тяжести. В этом случае удобно рассматривать движение в системе отсче-
та «тело–Земля», которую можно считать замкнутой. Практически это не при-
водит к ошибкам, так как потенциальная энергия тела в гравитационном поле 
Земли является энергией взаимодействия тела и Земли, то есть характеризует 
энергию всей системы. Изменением же кинетической энергии Земли при ее 
взаимодействии с падающим телом можно пренебречь. 

Все процессы преобразования энергии подчиняются закону сохранения и 
превращения энергии: энергия системы может переходить из одного вида в 
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другой, перераспределяться между телами системы, но полная энергия 
замкнутой консервативной системы всегда остается постоянной. 

Закон сохранения механической энергии связан с однородностью време-
ни и является фундаментальным законом природы. 

§ 16. Эквипотенциальные кривые 

Рассмотрим графически одномерное движение частицы (в направлении 
оси x) в потенциальном поле. Пусть график потенциальной энергии Ep имеет 
вид, изображенный на рис 1.15, где Е – полная энергия частицы. Между точ-
ками a и b расположена потенциальная яма. Частица c такой энергией ограни-
чена в перемещении. Она оказывается как бы попавшей в яму. Движение час-
тицы будет внутри потенциальной ямы с точками поворота a и b. Точка с1 

представляет собой точку устойчивого равновесия, при этом потенциальная 
энергия частицы минимальна. 
Кривую b-d называют потенци-
альным барьером. В точке с2 по-
тенциальная энергия максималь-
на. Это точка неустойчивого 
равновесия. Высота потенциаль-
ного барьера определяется разно-
стью энергий Epmax – E. Чтобы 

преодолеть потенциальный барьер, частице надо сообщить дополнительную 
энергию, равную (или больше) высоты барьера. 

Если Е – заданная полная энергия частицы, а Ер – ее потенциальная 
энергия, то частица может находиться только там, где Ep ൑ E, т.е. в областях 1 
и 2. Переходить из области 1 в 2 и обратно частица не может, т.к. ей препят-
ствует потенциальный барьер. 

Анализ потенциальных кривых позволяет определить характер движе-
ния частицы. 

§ 17. Соударение тел 

Ударом называется совокупность явлений, возникающих за очень корот-
кий промежуток времени при столкновении тел. Удар называется абсолютно 
упругим, если после соударения тела сами восстанавливают свою форму и 
размеры. Если после удара тела не восстанавливают свою первоначальную 
форму, то такой удар называется абсолютно неупругим. 

Удар называется прямым и центральным, если тела при соударении дви-
гались вдоль прямой, проходящей через их центры. 

Рис. 1.15 
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Рассмотрим соударение двух однородных шаров, двигающихся поступа-
тельно при отсутствии действия внешних сил. 

 
Абсолютно неупругий прямой центральный удар двух шаров 

Пусть шары массами ݉ଵ	и	݉ଶ имеют до удара скорости ݒԦଵ	и	ݒԦଶ и дви-
жутся без вращения по одной прямой. Запишем закон сохранения импульса: 

݉ଵݒԦଵ ൅ ݉ଶݒԦଶ ൌ ሺ݉ଵ ൅݉ଶሻݑሬԦ	,																																			ሺ1.64ሻ 

где ݑሬԦ – скорость шаров после удара. При абсолютно неупругом ударе закон 
сохранения механической энергии не выполняется, т. к. часть механической 
энергии во время удара переходит во внутреннюю энергию или другие формы 
энергии. Закон сохранения энергии для этого случая можно записать в виде 

݉ଵݒ	ଵଶ

2
൅
݉ଶݒଶ

ଶ

2
ൌ ൬

݉ଵ ൅݉ଶ

2
൰ݑଶ ൅  ሺ1.65ሻ																							,	дефܧ

где ܧдеф – потеря механической энергии тел при деформации. 

Из уравнений (1.64) и (1.65) найдем скорость шаров после соударения: 

ሬԦݑ ൌ ሺ݉ଵݒԦଵ ൅ ݉ଶݒԦଶሻ/ሺ݉ଵ ൅ ݉ଶሻ																															ሺ1.66ሻ 

 и энергию, затраченную на деформацию шаров: 

дефܧ ൌ
݉ଵ݉ଶ

2ሺ݉ଵ ൅݉ଶሻ
ሺݒଵ െ  ሺ1.67ሻ																																	ଶሻଶ.ݒ

Если скорость ݒଶ ൌ 0, то	ݑ ൌ ݉ଵݒଵ/ሺ݉ଵ ൅ ݉ଶሻ, а 

дефܧ ൌ ݉ଵ݉ଶݒଵଶ/2ሺ݉ଵ ൅ ݉ଶሻ, 

и если при этом m2 >> m1, то энергия деформации ܧдеф приблизительно равна 

кинетической энергии ударяющего тела: 

дефܧ ൌ
௠భ௩భ

మ

ଶ
. 

Таким образом, для получения наибольшей деформации, например при 
ковке детали, масса наковальни (неподвижного тела) должна быть гораздо 
больше массы молота. 
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Абсолютно упругий прямой центральный удар двух шаров 

При таком ударе кинетическая энергия переходит полностью или час-
тично в потенциальную энергию упругой деформации. Затем тела восстанав-
ливают первоначальную форму, отталкивая друг друга. В итоге потенциаль-
ная энергия упругой деформации снова переходит в кинетическую энергию и 
тела разлетаются со скоростями, величина и направление которых определя-
ются законом сохранения энергии и законом сохранения импульса: 

݉ଵݒଵଶ

2
൅
݉ଶݒଶ

ଶ

2
ൌ
݉ଵݑଵଶ

2
൅
݉ଶݑଶ

ଶ

2
,																															ሺ1.68ሻ 

݉ଵݒԦଵ ൅ ݉ଶݒԦଶ ൌ ݉ଵݑሬԦଵ ൅ ݉ଶݑሬԦଶ	,																															ሺ1.69ሻ 

где ݉ଵ	и	݉ଶ – массы шаров; ݒԦଵ	и	ݒԦଶ – скорости шаров до удара; ݑሬԦଵ	и	ݑሬԦଶ – ско-
рости шаров после удара. 

Уравнения (1.68) и (1.69) приведем к виду 

݉ଵሺݒԦଵ െ ሬԦଵሻݑ ൌ ݉ଶሺݑሬԦଶ െ  ሺ1.70ሻ																																			Ԧଶሻ,ݒ

	݉ଵሺݒଵଶ െ ଵଶሻݑ ൌ ݉ଶሺݑଶ
ଶ െ ଶݒ

ଶሻ 

или ݉ଵሺݒଵ ൅ ଵݒଵሻሺݑ െ ଵሻݑ ൌ ݉ଶሺݑଶ ൅ ଶݑଶሻሺݒ െ  .ଶሻݒ
Так как все векторы, входящие в уравнение (1.70), коллинеарные, после 

преобразований запишем ݒԦଶ ൅ ሬԦଶݑ ൌ Ԧଵݒ ൅ ሬԦଶݑ ሬԦଵ, откудаݑ ൌ Ԧଵݒ ൅ ሬԦଵݑ െ  Ԧଶ. Решаяݒ
совместно полученное уравнение и уравнение (1.70), находим: 

ሬԦଵݑ ൌ
ሾ2݉ଶݒԦଶ ൅ ሺ݉ଵ െ ݉ଶሻݒԦଵሿ

݉ଵ ൅݉ଶ
,																																		ሺ1.71ሻ 

ሬԦଶݑ ൌ
ሾ2݉ଵݒԦଵ ൅ ሺ݉ଶ െ ݉ଵሻݒԦଶሿ

݉ଵ ൅ ݉ଶ
.																																	ሺ1.72ሻ 

Рассмотрим частные случаи. 
1. Массы соударяющихся шаров равны: ݉ଵ ൌ ݉ଶ. Из уравнений (1.71) и 

(1.72) следует, что ݑሬԦଵ ൌ ሬԦଶݑ Ԧଶ иݒ ൌ -Ԧଶ, т. е. шары при соударении обмениваютݒ
ся скоростями, и если один (например, второй) до соударения покоился, то 
после удара он будет двигаться с той же скоростью, с которой двигался пер-
вый шар, а первый шар после удара останавливается. 

2. Шар массой ݉ଵ налетает на неподвижную стенку. Массу стенки мож-
но считать бесконечно большой, тогда шар меняет свою скорость на противо-
положную.  
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 6. Невесомый блок закреплен на вершине наклонной плоскости, 
составляющей с горизонтом угол a. Через блок переброшена нерастяжимая 
нить, к концам которой прикреплены тела 1 
и 2 массами ݉ଵ	и	݉ଶ. Коэффициент трения 
между телом 1 и наклонной плоскостью ра-
вен μ. Массы блока и нити пренебрежимо 
малы, трения в блоке нет. Считая, что в на-
чальный момент тела 1 и 2 неподвижны, 
найти отношение масс ݉ଵ/݉ଶ, при котором 
тело 2 начнет опускаться. 

 
Дано: 
,ߙ  ߤ
݉ଵ,݉ଶ 

Решение. Рассмотрим силы, действующие на тела 1 и 2. 
Спроектируем их на выбранные координатные оси и запишем 
второй закон Ньютона в виде системы скалярных уравнений. 

Для тела 1: 

ܱܺ:	ܶ െ трܨ െ ݉ଵ݃sinߙ ൌ ݉ଵܽଵ௫	,																				ሺ1ሻ 

ܱܻ: ܰ െ݉ଵ݃cosߙ ൌ 0 . 														ሺ2ሻ 

݉ଵ

݉ଶ
ൌ? 

 
Для тела 2: 

 ܱܻ:	݉ଶ݃ െ ܶ ൌ ݉ଶܽଶ௬	.																																													ሺ3ሻ 

При этом необходимо учесть, что  

ܽଵ௫ ൌ ܽଶ௬ ൌ ܽ, 

так как нить нерастяжима.  

трܨ ൌ ܰߤ ൌ  ሺ4ሻ																																														.	ߙଵ݃cos݉ߤ

Решая систему (1)–(4), находим: 

ܽ ൌ ݃
ሺ݉ଶ െ ߙଵcos݉ߤ െ݉ଵߙ݊݅ݏሻ

݉ଵ ൅ ݉ଶ
	.																																					ሺ5ሻ 

Разделим в формуле (5) числитель и знаменатель на ݉ଵ. Тогда 

ܽ ൌ ݃
ቂ
݉ଶ
݉ଵ

െ ߙcosߤ െ sinߙቃ

1 ൅
݉ଶ
݉ଵ

	.																																											ሺ6ሻ 

Рис. к задаче 6 
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Очевидно, чтобы тело 2 опускалось, ускорение должно быть положи-
тельным. Это будет выполняться, когда в формуле (6) 

݉ଶ

݉ଵ
൐ ሺsinߙ ൅  .ሻߙcosߤ

Ответ: 
௠మ

௠భ
൐ ሺsinߙ ൅  .ሻߙcosߤ

Задача 7. Частица движется вдоль оси Х по закону:	ݔ ൌ ଶݐߙ െ  ଷ, где αݐߚ
и β – положительные постоянные. В момент t = 0 сила, действующая на час-
тицу, равна	ܨ଴. Найти значения силы ܨ௫ в точках поворота и в момент, когда 
частица окажется в точке x = 0. 

 
Дано: 
ݔ ൌ ଶݐߙ െ  ଷݐߚ
 ଴ܨ

Решение. Запишем второй закон Ньютона: 

௫ܨ ൌ ݉ܽ௫. 												ሺ1ሻ 

Для нахождения силы необходимо определить уско-
рение ܽ௫: 

ଵܨ ൌ?	ܨଶ ൌ? 

௫ݒ ൌ
ௗ௫

ௗ௧
ൌ ݐߙ2 െ  ,ଶݐߚ3

ܽ௫ ൌ
௫ݒ݀
ݐ݀

ൌ ߙ2 െ  ሺ2ሻ																																													.	ݐߚ6

Перепишем уравнение (1) с учетом уравнения (2): 

௫ܨ ൌ ݉ሺ2ߙ െ  ሺ3ሻ																																																				ሻ.ݐߚ6

Используя начальные условия, когда t = 0 и ܨ௫ ൌ -଴, найдем массу часܨ
тицы: 

଴ܨ ൌ 	ߙ2݉ ⇒ ݉ ൌ
଴ܨ
ߙ2

	.																																														ሺ4ሻ 

а) В точке поворота скорость частицы равна 

௫ݒ ൌ
ௗ௫

ௗ௧
ൌ 0, т. е. 2ݐߙ െ ଶݐߚ3 ൌ 0. 

Это соответствует времени: 

ଵݐ ൌ
ߙ2
ߚ3

	.																																																										ሺ5ሻ 

Подставим вместо t выражение для ݐଵ в формулу (3): 

ଵܨ ൌ ݉ሺ2ߙ െ ଵሻݐߚ6 ൌ
ிబ
ଶఈ
ሺ2ߙ െ ߚ6

ଶఈ

ଷఉ
ሻ ൌ െܨ଴. 
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б) В точке x = 0 частица будет находиться в момент времени ݐଶ, которое 
определим из закона движения: 

ݔ ൌ ଶݐߙ
ଶ െ ଶݐߚ

ଷ, 

ଶݐ
ଶሺߙ െ ଶሻݐߚ ൌ 0. 

Отсюда  

ଶݐ ൌ
ߙ
ߚ
	.																																																																ሺ6ሻ 

Подставив время ݐଶ в формулу (3), получим 

ଵܨ ൌ ݉ሺ2ߙ െ ଶሻݐߚ6 ൌ
ிబ
ଶఈ
ሺ2ߙ െ ߚ6

ఈ

ఉ
ሻ ൌ െ2ܨ଴. 

Ответ: ܨଵ ൌ െܨ଴;	ܨଶ ൌ െ2ܨ଴. 

Задача 8. Небольшое тело A начинает скользить с вершины гладкой сфе-
ры радиусом R. Найти угол a между вертикалью и радиусом-вектором, харак-
теризующим положение тела A относительно центра сферы в момент отрыва 
от нее, а также скорость тела в момент отрыва. 

 
Дано: 
R 

Решение. На тело в точке С действует сила тяжести ݉ Ԧ݃ и сила 
реакции опоры ܰ.ሬሬሬሬԦ По второму закону Ньютона 

݉ Ԧ݃ ൅ ሬܰሬԦ ൌ ݉ Ԧܽ	,																																															ሺ1ሻ 

где aൌ ௩మ

ோ
 – центростремительное ускорение.  

v =? 
a = ? 

Проектируя уравнение (1) на нормаль ሬ݊Ԧ к траектории в данной точке, за-
пишем:  

݉݃cosߙ െ ܰ ൌ ݉
ଶݒ

ܴ
	.																																															ሺ2ሻ 

Направление орты ሬ݊Ԧ выбираем к центру 
кривизны траектории в данной точке. В момент 
отрыва N = 0, тогда уравнение (2) будет иметь 
вид 

 ݉݃cosߙ ൌ ݉
௩మ

ோ
, ݃cosߙ ൌ

௩మ

ோ
	.																ሺ3ሻ 

Значения скорости v в точке C определим 
из закона сохранения энергии: 

 ݄݉݃ ൌ
௠௩మ

ଶ
, ଶݒ ൌ 2݄݃	.																					ሺ4ሻ Рис. к задаче 8 
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Из треугольника ОВС найдем h : 

ை஻

ோ
ൌ cosߙ,          где OB = R – h,          

ோି௛

ோ
ൌ cosߙ, 

откуда 
݄ ൌ ܴሺ1 െ cosߙሻ.																																																	ሺ5ሻ 

Подставив уравнение (5) в (4), получим 

ଶݒ ൌ 2ܴ݃ ∙ ሺ1 െ cosߙሻ.																																											ሺ6ሻ 

Из уравнений (3) и (6) найдем угол α: 

݃cosߙ ൌ
ଶݒ

ܴ
ൌ 2݃ሺ1 െ cosߙሻ, 

3cosߙ ൌ ߙ				,2 ൌ arccos ൬
2
3
൰.																																							ሺ7ሻ 

Скорость в момент отрыва определим из уравнений (6) и (7): 

ݒ ൌ ඥܴܽ݃ሺ1 െ cosߙሻ ൌ ටଶ

ଷ
ܴ݃. 

Ответ:  ݒ ൌ ටଶ

ଷ
ܴ݃; ߙ		 ൌ arccos ቀ

ଶ

ଷ
ቁ. 

Задача 9. Брусок массой m = 1,5 кг тянут за нить так, что он движется с 
постоянной скоростью по горизонтальной плоскости с коэффициентом трения 
μ= 0,2. Найти угол α, при котором натяжение нити F будет наименьшим. Чему 
оно равно? 

 
Дано: 
m = 1,5 кг 
μ= 0,2 

Решение. Поскольку тело движется с постоянной скоро-
стью, то согласно первому закону Ньютона: 

ሬܰሬԦ ൅ Ԧܨ ൅ ݉ Ԧ݃ ൅ Ԧтрܨ ൌ 0,																							ሺ1ሻ 

где ݉ Ԧ݃— сила тяжести; ሬܰሬԦ— сила реакции плоскости; ܨтрሬሬሬሬሬԦ – 

сила трения скольжения; ܨԦ – сила, с которой тянут брусок. 

α=? 
Fmin=? 

 
Спроектируем уравнение (1) на оси Х и У.  

cosαܨ																:ܱܺ െ трܨ ൌ 0	,																						ሺ2ሻ 

ܱܻ:																	ܰ ൅ ߙsinܨ െ݉݃ ൌ 0	,												ሺ3ሻ 
где ܨтр ൌ ߤ ∙ ܰ. 

Решая уравнения (2) и (3), получим 

ܨ ൌ
݃݉ߤ

cosߙ ൅ ߙsinߤ
	.																								ሺ4ሻ 

Рис. к задаче 9 
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Чтобы определить угол a, при котором натяжение нити будет наимень-

шим, найдем производную 
ௗி

ௗఈ
 и приравняем ее нулю: 

ௗி

ௗఈ
ൌ ቀ ఓ௠௚

ୡ୭ୱఈାఓୱ୧୬ఈ
ቁ
ᇱ
ൌ ቀఓ௠௚ሺୱ୧୬ఈିఓୡ୭ୱఈሻ

ሺୡ୭ୱఈାఓୱ୧୬ఈሻమ
ቁ ൌ 0, 

sinߙ െ ߙcosߤ ൌ ߤ				,0 ൌ tgߙ, 

ߙ ൌ ߙ					,ߤ݃ݐܿݎܽ ൌ 11°20′. 

Подставив величину a и другие данные задачи в уравнение (4), найдем: 

௠௜௡ܨ ൌ 2,9	H. 

Ответ: ߙ ൌ ୫୧୬ܨ			,11°20′ ൌ 2,9	H. 

Задача 10. Частица 1 массой m, летящая со скоростью v, сталкивается с 
неподвижной частицей 2 массой 4m. После соударения частица 1 движется в 
противоположном направлении, а 1/4 часть ее первоначальной энергии ухо-
дит на нагревание и деформацию. Найти скорости частиц ݒଵ	и	ݒଶ после соуда-
рения. 

Решение.  Запишем законы сохранения импульса (1.44) и энергии (1.63) 
для удара частицы: 

ቐ
ݒ݉ ൌ െ݉ݒଵ ൅ ሺ1ሻ																																																					,		ଶݒ4݉
ଶݒ݉

2
ൌ
ଵଶݒ݉

2
൅
ଶݒ4݉

ଶ

2
൅
1
4
ଶݒ݉

2
	,																																						ሺ2ሻ

 

где   
ଵ

ସ

௠∙௩మ

ଶ
  – потенциальная энергия деформации. 

Система уравнений (1) и (2) содержит два неизвестных. Выразим ݒଵ из 
уравнения (1) и подставим в уравнение (2): 

ଵݒ ൌ ଶݒ4 െ  ሺ3ሻ																																																				,		ݒ

ଶݒ ൌ ሺ4ݒଶ െ ሻଶݒ ൅ ଶݒ4
ଶ ൅

ଵ

ସ
 ,ଶݒ

ଶݒ ൌ ଶݒ16
ଶ 	െ ݒଶݒ8 ൅ ଶݒ ൅ ଶݒ4

ଶ ൅
1
4
 ,ଶݒ

ଶݒ20
ଶ െ ݒଶݒ8 ൅ ଶݒ0,25 ൌ 0	.																																												ሺ4ሻ 

Решая квадратное уравнение (4), находим:   ݒଶ ൌ  .ݒ0,36
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Рис. к к задаче 11  

Подставляя ݒଶ в формулу (3), определим:  ݒଵ ൌ  .ݒ0,44

Ответ:  ݒଶ ൌ ଵݒ ;ݒ0,36 ൌ  .ݒ0,44

Задача 11. В стальной кубик массой M = 1 кг, находившийся в покое на 
горизонтальной поверхности, попадает стальной шарик массой m=10 г, ле-
тевший горизонтально со скоростью ݒଵ ൌ 10ଷм/с, и упруго отражается обрат-
но. Определить, какой путь L после удара пройдет кубик до остановки, если 
коэффициент трения между кубиком и горизонтальной поверхностью μ= 0,2. 

 
Дано: 
ܯ ൌ 1	кг	 
݉ ൌ 10ିଶкг 
ଵݒ ൌ 10ଷ м с⁄  
ߤ ൌ 0,2		 

Решение. Запишем закон сохранения импульса в проек-
ции на ось ОХ: 

ଵݒ݉ ൌ െ݉ݒଶ ൅ݒܯ	.																											ሺ1ሻ 
Удар кубика и шара абсолютно упругий, применим 

закон сохранения энергии: 
 

݉ଵݒଵଶ

2
ൌ
݉ଶݒଶ

ଶ

2
൅ܯ

ଶݒ

2
	.																													ሺ2ሻ 

 

 

 

 

L=? 

 
Учитывая, что m <<M ,  решая систему уравнений (1) и (2), находим: 
 

ଶݒ																																		 ൌ ݒ			,ଵݒ	 ൌ
ଵݒ2݉
ܯ ൅݉

ൎ
ଵݒ2݉
ܯ

	.																																			ሺ3ሻ 

 
Кубик массой M движется с начальной скоростью v по горизонтальной 

поверхности и вследствие действия сил трения останавливается. Применяя 
второй закон Ньютона, найдем ускорение a и путь L, который проходит ку-
бик: 

ܽܯ ൌ ߤ ∙  ,݃ܯ

откуда ускорение ܽ ൌ ߤ ∙ ݃, а путь ܮ ൌ ௩మ

ଶ௔
ൌ ସ௠మ௩భ

మ

ெమଶఓ∙௚
. 

Подставив числовые значения, найдем L = 100 м. 
Ответ: L = 100 м. 

Задача 12. Два шара массами ݉ଵ ൌ 10	кг	и	݉ଶ ൌ 15	кг подвешены на 
нитях длиной L = 2 м так, что они соприкасаются между собой. Шар массой 
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Рис.  к задаче 12 

݉ଵ был отклонен на угол ߙ ൌ 60° и выпущен. Определить высоту, на которую 
поднимутся шары после удара. Удар считать неупругим. 

 
Дано: 
݉ଵ ൌ 10 кг	 
݉ଶ ൌ 15	кг	 
ܮ ൌ 2м	 
ߙ ൌ 60° 

Решение. При отклонении шара 1 на угол α ему была сооб-
щена потенциальная энергия: 

௣ଵܧ ൌ ݉ଵ݄݃ଵ	,																																			ሺ1ሻ 

где ݄ଵ ൌ ሺ1ܮ െ cosߙሻ. 
Перед столкновением с шаром 2 он будет обладать 

кинетической энергией 

௞ଵܧ ൌ
݉ଵݒଵଶ

2
. 																	ሺ2ሻ 

݄ଶ ൌ? 

По закону сохранения энергии 

௣ଵܧ ൌ  .௞ଵܧ

Согласно уравнениям (1), (2) получим 

																	݉ଵ݃ܮሺ1 െ cosߙሻ ൌ
݉ଵݒଵଶ

2
.																																									ሺ3ሻ 

Отсюда определим скорость первого шара до удара: 

ଵݒ																					 ൌ ඥ2݃ܮሺ1 െ cosߙሻ.																																															ሺ4ሻ 

После неупругого соударения оба шара получают одинаковую скорость 
v2 , которую определим из закона сохранения импульса:             

݉ଵݒଵ ൌ ሺ݉ଵ ൅ ݉ଶሻݒଶ, 

ଶݒ ൌ
݉ଵඥ2݃ܮሺ1 െ cosߙሻ

ሺ݉ଵ ൅݉ଶሻ
	.																																								ሺ5ሻ 

Кинетическая энергия шаров в нижнем по-
ложении перейдет в потенциальную энергию при 
их поднятии (по закону сохранения энергии): 

௞ଶܧ ൌ        ,௣ଶܧ
ሺ௠భା௠మሻ௩మ

మ

ଶ
ൌ ሺ݉ଵ ൅ ݉ଶሻ݄݃ଶ. 

Отсюда    ݄ଶ ൌ
௩మ
మ

ଶ௚
	ൌ

௅௠భ
మሺଵିୡ୭ୱఈሻ

ሺ௠భା௠మሻమ
	. 

Ответ: ݄ଶ ൌ 0,16м. 
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Глава 3 
ДИНАМИКА ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

ТВЕРДОГО ТЕЛА 

§ 18. Момент силы. Момент импульса. 
Закон сохранения момента импульса 

Сила ܨԦ, приложенная к телу в точке А (рис. 
1.16), положение которой задается радиусом-
вектором ݎԦ, создает момент силы ܯሬሬԦ относительно 
точки о: 

ሬሬԦܯ ൌ  ሺ1.73ሻ																													.	Ԧ൧ܨԦݎൣ

Направление вектора ܯሬሬԦ определяется прави-
лом правого винта. Раскрыв векторное произведе-
ние (1.73), получим 

ܯ ൌ ݎܨ ∙ sinߙ ൌ  ሺ1.74ሻ																																																				,݈ܨ

где ݈ ൌ -плечо силы (кратчайшее расстояние от точки о до линии дей  – ߙsinݎ
ствия силы). 

Моментом силы относительно неподвижной оси z называется скалярная 
величина ܯ௭, равная проекции на эту ось момента силы ܯሬሬԦ	относительно ка-
кой-либо точки о, лежащей на данной оси z: 

 
ሬሬԦ௭ܯ                                       ൌ Ԧ൧ܨԦݎൣ

௭
			.																																													ሺ1.75ሻ 

 
Аналогично выражению (1.73) определяется момент импульса матери-

альной точки ܮሬԦ௜ относительно точки 0: 
 

ሬԦ௜ܮ                                          ൌ ሾݎԦ,݉௜ݒԦ௜ሿ ൌ ሾݎԦ	݌Ԧ௜	ሿ	,																																	ሺ1.76ሻ 
 
где ݌Ԧ௜ ൌ ݉௜ݒԦ௜— импульс материальной точки;	ݎԦ— радиус-вектор. 

Проекция момента импульса ܮሬԦ௜ на ось z, проходящую через точку o, на-
зывается моментом импульса относительно оси z:    ܮሬԦ௜௭ ൌ ሾݎԦ	݌Ԧ௜	ሿ௭. 

Рис. 1.16 
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Модуль момента импульса можно определить, раскрыв векторное произ-
ведение (1.76): 

௜ܮ ൌ ߙsinݎ௜݌ ൌ  ሺ1.77ሻ																																							,		௜݌݈

где ݈ ൌ  .Ԧ௜݌ плечо вектора импульса – ߙ݊݅ݏݎ
В системе СИ единицей измерения момента силы является ньютон – 

метр (Нм), а единицей момента импульса – килограмм-метр в квадрате в се-
кунду (кг·м2/с). 

Момент импульса системы, состоящей из n материальных точек: 

ሬԦܮ ൌ෍	ܮሬԦ௜

௡

௜ୀଵ

ൌ෍	ሾݎԦ	݌Ԧ௜	ሿ
௡

௜ୀଵ

			.																																				ሺ1.78ሻ 

Дифференцируя по времени уравнение (1.78), получим 

ሬԦܮ݀

ݐ݀
ൌ෍ቆቈ

Ԧݎ݀
ݐ݀
Ԧ௜቉݌ ൅ ቈݎԦ

Ԧ௜݌݀
ݐ݀
቉ቇ

௡

௜ୀଵ

ൌ෍൫ሾݒԦ݌Ԧ௜ሿ ൅ Ԧ௜൧൯ܨԦݎൣ

௡

௜ୀଵ

ൌ෍ܯሬሬԦ௜

௡

௜ୀଵ

ൌ  ሺ1.79ሻ			ሬሬԦ,ܯ

где 
ௗ௥Ԧ

ௗ௧
ൌ  Ԧ, аݒ

ௗ௣Ԧ೔
ௗ௧

ൌ Ԧ௜ܨ  .ሬሬԦ— результирующий момент внешних силܯ ,

Сумма ∑ ሾݒԦ݌Ԧ௜ሿ
௡
௜ୀଵ ൌ 0, так как векторы  ݒԦ	и	݌Ԧ௜ направлены по одной пря-

мой в одну сторону. 

Выражение (1.79)   ௗ௅
ሬԦ

ௗ௧
ൌ -ሬሬԦ называется уравнением моментов: производܯ

ная по времени от момента импульса системы относительно какой-либо точки 
равна моменту результирующей внешних сил относительно той же точки. 

Если уравнение моментов (1.79) спроектировать на оси координат, то 

получим три уравнения: 
ௗ௅ೣ
ௗ௧

ൌ  	,௫ܯ
ௗ௅೤
ௗ௧

ൌ  ,௬ܯ
ௗ௅೥
ௗ௧

ൌ -௭, эквивалентные данноܯ

му векторному уравнению. Величины		ܮ௫, -௭  называют моܯ ,௬ܯ	 ,	௫ܯ ,௭ܮ		 ,௬ܮ		
ментами импульса и моментами сил относительно осей  x, y, z. 

Таким образом, моментом импульса и моментом силы относительно 
произвольной оси z называются проекции векторов ܮሬԦ и  ܯሬሬԦ на эту ось, предпо-
лагая, что точка 0 (рис.1.16) лежит на данной оси.  

Если система замкнута, то момент внешних сил  

ሬሬԦܯ ൌ 0	и	
ௗ௅ሬԦ

ௗ௧
ൌ 0	,    т.е.  

ሬԦܮ																																														 ൌ const.																																																					ሺ1.80ሻ 

Момент импульса замкнутой системы со временем не изменяется. Бу-
дет оставаться постоянным со временем и момент импульса системы относи-
тельно произвольной оси z, проходящей через точку о. 
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Уравнение (1.80) выражает закон сохранения момента импульса систе-
мы. Этот закон можно вывести, опираясь на второй закон Ньютона и свойство 
симметрии пространства: его изотропность. 

Закон сохранения момента импульса является фундаментальным зако-
ном природы. Его можно применять к любой системе, если результирующий 
момент всех внешних сил, приложенных к системе, равен нулю. 

§ 19. Момент инерции. 
Кинетическая энергия вращающегося тела 

Рассмотрим тело массой m, вращающееся вокруг неподвижной оси z 
(рис.1.17). Мысленно разобьем его на систему материальных точек. 

Пусть материальная точка А массой ݉௜ отсто-
ит от оси вращения на расстоянии ݎ௜. Скалярная 
физическая величина ܬ௜, равная произведению мас-
сы материальной точки на квадрат расстояния от 
нее до оси вращения, называется моментом инер-
ции материальной точки: 

௜ܬ																														 ൌ ݉௜ݎ௜
ଶ			.																											ሺ1.81ሻ 

Момент инерции тела равен сумме моментов 
инерций всех материальных точек, из которых со-
стоит тело: 

ܬ ൌ ∑݉௜ݎ௜
ଶ. 

При непрерывном распределении массы в теле данная сумма сводится к 
интегралу: 

ܬ												 ൌ න ଶ݀݉ݎ
ሺ௠ሻ

ൌ න ,ଶܸ݀ݎߩ
ሺ௏ሻ

																														ሺ1.82ሻ 

где ߩ – плотность тела;	ܸ݀ – объем малого элемента тела массой ݀݉, отстоя-
щего от оси вращения на расстоянии r. 

В СИ момент инерции измеряется в килограмм-метр в квадрате (кгм2). 
Кинетическая энергия материальной точки определяется по формуле 

௞௜ܧ ൌ
௠೔௩೔

మ

ଶ
,     где ݒ௜ – линейная скорость движения точки. 

Если просуммировать кинетические энергии всех n материальных точек, 
из которых состоит тело, то найдем кинетическую энергию тела: 

௞ܧ ൌ ∑ ௠೔௩೔
మ

ଶ
௡
௜ୀଵ . 

Рис. 1.17 
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Рис. 1.18 

С 

Заменив в данном выражении линейную скорость через угловую:  
௜ݒ ൌ -௜ , получим формулу для определения кинетической энергии вращаюݎ߱
щегося тела: 

௞ܧ ൌ෍
݉௜		ݎ௜

ଶ߱ଶ

2

௡

௜ୀଵ

ൌ෍ܬ௜
߱ଶ

2

௡

௜ୀଵ

ൌ
߱ଶ

2
෍ܬ௜

௡

௜ୀଵ

ൌ ܬ
߱ଶ

2
	,																ሺ1.83ሻ 

где ܬ௜ – момент инерции материальной точки; ܬ – момент инерции тела; ω – 
угловая скорость вращения. 

В случае, когда тело совершает одновременно поступательное и враща-
тельное движение (например, шар катится по плоскости), его кинетическая 
энергия равна сумме кинетических энергий поступательного и вращательного 

движений:          ܧ௞ ൌ ௞ܧ
пост ൅ ௞ܧ

вращ ൌ
௠௩మ

ଶ
൅

௃ఠమ

ଶ
. 

§ 20. Моменты инерции некоторых тел 

1. Обруч. Ось вращения обруча 00 проходит через 
центр масс – точку С (рис.1.18).  

Выделим на обруче материальную точку массой ݉௜, 
отстоящую на расстоянии R, равном радиусу обруча, от 
его центра, точки С.  

Момент инерции материальной точки согласно урав-
нению (1.81) равен 

௜ܬ ൌ ݉௜ܴଶ. 

Момент инерции обруча равен сумме 
моментов инерции материальных точек, 
из которых состоит обруч: 

ܬ ൌ෍ܬ௜

௡

௜ୀଵ

ൌ ܴଶ෍݉௜

௡

௜ୀଵ

ൌ ܴ݉ଶ	,				ሺ1.84ሻ 

где	݉ ൌ෍݉௜

௡

௜ୀଵ

	െ 	масса	обруча. 

2. Диск. Рассмотрим однородный 
диск (плотность ρ= const), имеющий ради-
ус R, массу m и толщину а, ось вращения 
00 которого проходит через центр масс – 
точку С (рис. 1.19). 

Рис. 1.19 
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Разобьем мысленно диск на малые концентрические цилиндры с беско-
нечно малой толщиной стенки dr,  внутренним радиусом r и внешним радиу-
сом (r + dr). По формуле (1.82) найдем момент инерции диска как сумму мо-
ментов инерции малых цилиндров: 

ܬ ൌ ߩ න ଶܸ݀ݎ
ሺ௏ሻ

ൌ ߩ න ݎ݀ݎߨଶ2ݎ ∙ ܽ
ሺ௥ሻ

ൌ නߩܽߨ2 ݎଷ݀ݎ

ோ

଴

	, 

где 2ݎ݀ݎߨ ∙ ܽ— объем малого полого цилиндра. 
Интегрируя данное выражение, получим 

ܬ ൌ ߩܽߨ2
ସݎ

4
ቚܴ
0
ൌ
1
2
ସܴߩܽߨ2 ൌ

1
2
ܴ݉ଶ			.																							ሺ1.85ሻ 

Далее без вывода запишем формулы для вычисления моментов инерции 
некоторых однородных тел, имеющих массу m, когда ось вращения проходит 
через центр масс. 

3.Шар.      

ܬ ൌ 0,4ܴ݉ଶ,																																																		ሺ1.86ሻ 

где R – радиус шара. 
 

4. Прямой тонкий стержень. 

ܬ ൌ
݈݉ଶ

12
,																																																					ሺ1.87ሻ 

где l – длина стержня. 
Если ось вращения проходит через конец стержня, то 

ܬ ൌ
݈݉ଶ

3
.																																																						ሺ1.88ሻ 

Момент инерции тела относительно оси, не проходящей через его центр масс, 
определяется по теореме Я. Штейнера1: 

Момент инерции тела J относительно произвольной оси равен сумме 
момента инерции этого тела ܬ௖ относительно параллельной оси, проходящей 
через центр масс, и произведения массы тела m на квадрат расстояния а 
между осями: 

ܬ ൌ ௖ܬ ൅ ݉ܽଶ		.																																																			ሺ1.89ሻ 

                                                            
1 Якоб Штейнер (1763–1863) – швейцарский математик. 
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§ 21. Основной закон динамики вращательного движения. 
Работа и мощность при вращательном движении 

Рассмотрим вращение твердого тела вокруг неподвижной оси (см.  
рис. 1.17). 

Мысленно разобьем тело на материальные точки массой ݉௜, находящие-

ся от оси вращения на расстоянии ݎԦ௜ . Траекториями движения материальных 

точек являются окружности с радиусом ݎԦ௜ . Определим модуль момента им-
пульса материальной точки А относительно оси вращения: 

௜௭ܮ ൌ ݊݅ݏ௜݌௜ݎ
గ

ଶ
ൌ ௜݌௜ݎ ൌ ݉௜ݒ௜ݎ௜. 

Так как скорость ݒ௜ ൌ  ௜, тоݎ߱

௭ܮ ൌ෍ܬ௜௭߱

௡

௜ୀଵ

ൌ ߱෍ܬ௜௭

௡

௜ୀଵ

ൌ  ሺ1.90ሻ																																	,	௭߱ܬ

где ܬ௭ – момент инерции тела относительно оси z; n – число материальных 
точек. 

Вектор момента импульса совпадает по направлению с вектором угловой 
скорости.  

Согласно (1.90) закон сохранения момента импульса запишется в виде: 

߱ܬ ൌ const	или		ܬଵ߱ଵ ൌ  .	ଶ߱ଶܬ

Если у тела, совершающего вращательное 
движение, под действием внутренних сил увели-
чивается момент инерции, то это приводит к 
уменьшению его угловой скорости вращения, и 
наоборот. 

Законы сохранения момента импульса можно 
иллюстрировать с помощью скамьи Жуковского1 
(рис. 1.20). На платформу, которая может вращать-
ся вокруг вертикальной оси, встает человек и вытя-
гивает в стороны руки. Платформа приводится во 
вращательное движение. При опускании рук вниз 

уменьшается момент инерции человека ሺܬଶ ൏  ଵሻ, аܬ

                                                            
1 Николай Егорович  Жуковский (1847–1921) – русский ученый, основоположник аэ-
родинамики. 

Рис. 1.20 
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следовательно, увеличивается угловая скорость вращения ሺ߱ଶ ൐ ߱ଵሻ, так как 

произведение ߱ܬ ൌ const. 

Продифференцируем по времени уравнение (1.90): 
ௗ௅೥
ௗ௧

ൌ ௭ܬ
ௗఠ

ௗ௧
.  Согласно 

(1.79)   
ௗ௅೥
ௗ௧

ൌ 		 а по формуле (1.28) ,ܯ
ௗఠ

ௗ௧
ൌ  откуда угловое ускорение ,ߝ

ߝ ൌ
ܯ
௭ܬ
.																																																								ሺ1.91ሻ 

Уравнение (1.91) называется основным законом динамики враща-
тельного движения: угловое ускорение при вращательном движении твердо-
го тела прямо пропорционально моменту внешних сил, действующих на тело, 
и обратно пропорционально моменту инерции тела. 

Найдем формулы для вычисления работы и мощности при вращении 
тела. 

При неподвижной оси вращения потенциальная энергия вращающегося 
твердого тела не меняется и работа внешних сил идет на приращение кинети-
ческой энергии тела. Используя уравнение (1.81) для элементарной работы, 
запишем: 

ܣ݀ ൌ ݀
൫௃ఠమ൯

ଶ
ൌ

ଵ

ଶ
ܬ ∙ 2߱݀߱ ൌ  .߱݀߱ܬ

Согласно (1.90) ߱݀ܬ ൌ ,ܮ݀ тогда	݀ܣ ൌ ,ܮ݀߱ но	݀ܮ ൌ  уравнение) ݐ݀ܯ
(1.79)), следовательно, ݀ܣ ൌ ݐ݀߱ܯ ൌ ,	߮݀ܯ т. к. ݐ݀߱ ൌ ݀߮ . Отсюда находит-
ся работа при вращательном движении: 

ܣ ൌ න߮݀ܯ	.																																																			ሺ1.92ሻ 

Мощность при вращательном движении равна произведению момента 
внешних сил на угловую скорость вращения: 

ܰ ൌ
ܣ݀
ݐ݀

ൌ ܯ
݀߮
ݐ݀

ൌ  ሺ1.93ሻ																																					.		߱ܯ

§ 22. Гироскопы 

Оси вращения твердых тел, не изменяющие своей ориентации в про-
странстве без воздействия внешних сил, называются свободными осями. Сво-
бодными осями могут служить три взаимно перпендикулярных оси, проходя-
щие через центр инерции твердого тела. Их также называют главными осями 
инерции тела. 
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При вращении вокруг любой из главных осей момент импульса ܮሬԦ тела 
имеет одинаковое направление с угловой скоростью ሬ߱ሬԦ тела и определяется 
формулой (1.90): ܮሬԦ ൌ ܬ ሬ߱ሬԦ. Причем вектор ܮሬԦ не зависит от выбора точки на оси 
вращения.    

Гироскопом (волчком) называют массивное 
симметричное тело, вращающееся с большой ско-
ростью вокруг оси симметрии. Рассмотрим дви-
жение волчка, один конец оси вращения которого 
шарнирно закреплен (точка O на рис.1.21). Опыт 
показывает, что при некоторой угловой скорости 
вращения ߱ волчок совершает прецессионное 
движение: ось волчка описывает конус вокруг 
вертикали ܱܱ′ с угловой скоростью ߱′ ≪ ߱. В 
результате этого возникает добавочный момент 
импульса ܮሬԦ′, обусловленный прецессией. По-
скольку ߱′ ≪ ߱, моментом импульса ܮሬԦ′ в ряде 
случаев можно пренебречь. Тогда характер дви-
жения волчка определяется поведением вектора 
ሬԦܮ ൌ ܬ ሬ߱ሬԦ. Согласно уравнению моментов (1.79) вектор ܮሬԦ относительно точки O 
за время dt получает приращение ݀ܮሬԦ (рис.1.21):  ݀ܮሬԦ ൌ  ሬሬԦ— моментܯ где	,ݐሬሬԦ݀ܯ
силы тяжести ݉ Ԧ݃ относительно той же точки. Вектор ݀ܮሬԦ совпадает по на-
правлению с вектором ܯሬሬԦ и перпендикулярен вектору ܮሬԦ. В результате вектор 
-ሬԦ, а значит, и ось волчка будут поворачиваться вокруг вертикали ܱܱ′, соверܮ
шая прецессию. 

Рассмотрим случай, когда на вращаю-
щийся гироскоп действует пара внешних сил ܨԦ 
(рис.1.22), создающая относительно центра 
масс гироскопа c момент ܯሬሬԦ. Момент сил на-
правлен вдоль прямой O2O2 и за время dt мо-
мент импульса гироскопа ܮሬԦ получит прираще-
ние ݀ܮሬԦ ൌ  ሬሬԦܯ ሬԦ иܮ݀ заметим, что) ݐሬሬԦ݀ܯ
сонаправлены) и станет равным ܮሬԦ′ ൌ ሬԦܮ ൅  .ሬԦܮ݀
Новое положение оси гироскопа будет совпа-
дать с направлением вектора ܮሬԦ′, т. е. ось вра-
щения гироскопа повернется вокруг прямой 
ܱଷܱଷ (а не ܱଶܱଶ, как кажется). Данное явление 
получило название гироскопический эффект. 

Чтобы ось гироскопа могла свободно по-
ворачиваться в пространстве, её закрепляют в 
карданном подвесе. При этом гироскоп приоб- Рис. 1.22 

Рис. 1.21 
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ретает три степени свободы. Свойство гироскопа сохранять направление сво-
ей оси в пространстве используется в устройствах автоматического управле-
ния движением самолетов (автопилот), ракет, торпед и т. д. Свойство  прецес-
сии гироскопа под действием приложенных сил используется в 
навигационных приборах: гирокомпасах, гировертикалях и т. д.  

Навигационные гироскопические системы и приборы обладают высокой 
надежностью и помехоустойчивостью. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 13. К концам невесомой и нерастяжимой нити, перекинутой че-
рез блок, прикреплены грузы ݉ଵ ൌ 300г	и	݉ଶ ൌ 200г. Блок, укрепленный на 
горизонтальной оси, считать однородным диском массой ݉଴ ൌ 300г. Найти 
линейное ускорение грузов. 

 
Дано: 
݉ଵ ൌ 300г ൌ 0,3	кг 
݉ଶ ൌ 200г ൌ 0,2	кг 
݉଴ ൌ 300г ൌ 0,3	кг 

Решение. Заданная система состоит из трех тел, 
каждое из которых следует рассматривать от-
дельно. На рисунке к задаче показаны силы, дей-
ствующие на грузы ݉ଵ	и	݉ଶ. Тогда второй закон 
Ньютона для каждого из грузов может быть запи-
сан следующим образом: 

a=? 

݉ଵ Ԧܽ ൌ ሬܶԦଵ ൅ ݉ଵ Ԧ݃		,																														ሺ1ሻ 

											݉ଶ Ԧܽ ൌ ሬܶԦଶ ൅ ݉ଶ Ԧ݃		.																														ሺ2ሻ 

Ускорения грузов считаем равными, но на-
правленными в противоположные стороны. В 
проекциях на координатную ось ОУ уравнения (1) 
и (2) примут вид 

																				݉ଵܽ ൌ ݉ଵ݃ െ ଵܶ,																														ሺ3ሻ 

െ݉ଶܽ ൌ ݉ଶ݃ െ ଶܶ.																															ሺ4ሻ 

Так как масса блока соизмерима с массой 
грузов, нельзя предположить, что силы, с кото-
рыми нить действует на грузы ݉ଵ	и	݉ଶ, равны 
между собой. Вращение блока вызывается дейст-
вием сил натяжения нити: 

ଵܶ
ᇱ ൌ ଵܶ, ଶܶ

ᇱ ൌ ଶܶ. Рис. к задаче 13 
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Запишем основное уравнение динамики вращательного движения (1.87) 
в применении к блоку, считая направление вращения блока против часовой 
стрелки за положительное: 

ߝܬ ൌ 	 ଵܶ
ᇱݎ െ ଶܶ

ᇱݎ	.																																																					ሺ5ሻ 

В силу того, что нить нерастяжима и, следовательно, линейное ускорение 
грузов и всех точек нити одинаково равно (при отсутствии проскальзывания 
нити) касательному ускорению крайних точек обода, справедливо равенство 

ߝ ൌ
ܽ
ݎ
	.																																																													ሺ6ሻ 

Перепишем уравнение (5):  

ܽܬ
ݎ
ൌ ଵܶݎ െ ଶܶݎ	,																																																						ሺ7ሻ 

где момент инерции диска  ܬ ൌ
௠బ௥మ

ଶ
. 

Решая совместно уравнения (3), (4) и (7), находим: 

ܽ ൌ
௚ሺ௠భି௠మሻ

௠భା௠మା
೘బ
మ

. 

Ответ: a ൌ 1,5м сଶ⁄ . 

Задача 14. Однородный шар массой m скатывается по наклонной плос-
кости, составляющей угол α с горизонтом. Определить ускорение ܽ௖ центра 
масс. 
 
Дано: 
m 
α 

Решение. Скатывающееся тело обладает симметрией вращения 
относительно точки С. Будем предполагать, что при движении не 
возникает скольжения. Это означает, что скорость шара в точке A 
равна нулю. На скатывающийся шар действуют сила нормально-
го давления ሬܰሬԦ, касательная сила трения ܨఛሬሬሬԦ и сила тяжести шара 
݉ Ԧ݃. При отсутствии скольжения (чистое качение) сила ܨԦ есть 
сила трения покоя или сила трения сцепления. Она может при-
нимать любые значения от 0 до μN. Если ܨఛሬሬሬԦ ൐ -то чистое ка ,ܰߤ
чение невозможно – оно будет сопровождаться скольжением.  

ܽ௖ ൌ? 

 
Решим задачу двумя способами.  
Способ 1. Применим основное уравнение динамики вращательного дви-

жения относительно мгновенной оси вращения. При отсутствии скольжения 
мгновенная ось проходит через точку касания A. Так как мгновенная ось и 
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ось, проходящая через центр масс С, движутся параллельно друг другу, то 
основное уравнение динамики имеет форму 

		௃ಲௗఠ

ௗ௧
ൌ  ሺ1ሻ																																							஺ܯ

или, в соответствии с рисунком: 

஺݀߱ܬ
ݐ݀

ൌ  ሺ2ሻ																															.	ߙsinݎ݃݉

Сила N выпадает из уравнения, так как 
она проходит через ось A, и ее момент относи-
тельно этой оси равен нулю. Линейная ско-

рость точки С связана со скоростью точки A соотношением:   ݒ௖ ൌ ஺ݒ ൅  .ݎ߱

При отсутствии скольжения  ݒ஺ ൌ 0, а поэтому ݒ௖ ൌ  .ݎ߱

Ускорение центра масс 

ܽ஼ ൌ
௖ݒ݀
ݐ݀

ൌ
߱݀ݎ
ݐ݀

	.																																																				ሺ3ሻ 

Из уравнений (2), (3) получаем 

ܽ஼ ൌ
ߙଶsinݎ݃݉

஺ܬ
		.																																																					ሺ4ሻ 

По теореме Штейнера найдем 

஺ܬ ൌ ஼ܬ ൅  ሺ5ሻ																																																								ଶ,ݎ݉

где  ܬ஼— момент инерции шара относительно оси, проходящей через его 
центр. 

Окончательно получаем: 

ܽ஼ ൌ
5݃sinߙ

7
	,																																																					ሺ6ሻ 

т. к. ܬ஼ ൌ
ଶ

ହ
 .ଶݎ݉

Способ 2. Применим закон сохранения энергии: 

1
2
஺߱ଶܬ ൌ ݄݉݃	,																																																					ሺ7ሻ 

где h – высота, с которой опустился шар при скатывании из состояния покоя;  

	
ଵ

ଶ
 .஺߱ଶ— кинетическая энергия шараܬ

Рис. к задаче 14 
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Пусть x – путь шара вдоль наклонной плоскости, тогда ݄ ൌ ݔ ∙ sinߙ и, 
следовательно, 

஺߱ଶܬ

2
ൌ
ଶݒ஺ܬ

ଶݎ2
ൌ  ሺ8ሻ																																										.	ߙsinݔ݃݉

Найдем из уравнения (8) скорость v: 

ݒ ൌ ඨ
ߙsinݔଶ݉݃ݎ2

஺ܬ
		.																																																ሺ9ሻ 

Учитывая, что ݒ ൌ
ௗ௫

ௗ௧
,  и разделив переменные, интегрируем соотноше-

ние (9): 

න
ݔ݀

ݔ√

௫

଴

ൌ ඨ
ߙsinݔଶ݉݃ݎ2

஺ܬ
න݀ݐ

௧

଴

, 

ݔ√2 ൌ ඨݐ
ߙsinݔଶ݉݃ݎ2

஺ܬ
		.																																											ሺ10ሻ 

Возведя обе части уравнения (10) в квадрат,  найдем  x: 

ݔ ൌ
ߙଶsinݐଶ݉݃ݎ

஺ܬ2
		.																																																		ሺ11ሻ 

Сравнивая формулу (11) с уравнением равноускоренного движения 

ݔ ൌ
௔௧మ

ଶ
, получаем 

ܽ஼ ൌ
௥మ௠௚ୱ୧୬ఈ

௃ಲ
ൌ

௚ୱ୧୬ఈ

ଵା
಻಴
೘ೝమ

ൌ
ହ௚ୱ୧୬ఈ

଻
. 

Ответ: aс ൌ
ହ

଻
gsinα. 

 
Задача 15. На однородный сплошной цилиндр массой M и радиусом R 

плотно намотана легкая нить, к концу которой прикреплен груз массой m. В 
момент времени t = 0 система пришла в движение. Пренебрегая трением, най-
ти зависимость от времени модуля угловой скорости цилиндра; кинетической 
энергии всей системы. 

 
Дано: 
 
M, R, m 

Решение. Запишем систему уравнений для падающего груза m и 
вращающегося сплошного цилиндра 

ቊ
ሬܶԦܴ ൌ ,Ԧߝܬ

݉ Ԧ݃ ൅ ሬܶԦ ൌ ݉ܽ.ሬሬሬԦ
																ሺ1ሻ ω=? 

௞ܧ ൌ? 
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Спроектируем уравнения (1) на ось ОУ: 

൜
ܴܶ ൌ ,ߝܬ

݉݃ െ ܶ ൌ ݉ܽ,																																														ሺ2ሻ 

где	ܬ ൌ
ெோమ

ଶ
,			а					ߝ ൌ

௔

ோ
. 

Из решения системы уравнений (2) находится угловое ускорение: 

ߝ ൌ
ଶ௠௚

ோሺଶ௠ାெሻ
			,																																		ሺ3ሻ 

где	ߝ ൌ
ௗఠ

ௗ௧
. 

Перепишем уравнение (3): 

݀߱
ݐ݀

ൌ
2݉݃

ܴሺ2݉ ൅ܯሻ
	.																				ሺ4ሻ 

Проинтегрировав уравнение (4), находим 
модуль угловой скорости: 

න ݀߱

ఠ

଴

ൌ
2݉݃

ܴሺ2݉ ൅ܯሻ
∙ න݀ݐ

௧

଴

, 

߱ ൌ
ݐ2݉݃

ܴሺ2݉ ൅ܯሻ
			.																																																				ሺ5ሻ 

Кинетическая энергия системы представляет собой сумму кинетической 
энергии вращающегося цилиндра и кинетической энергии поступательного 
движения падающего груза: 

௞ܧ ൌ
ଶ߱ܬ

2
൅
ଶݒ݉

2
		.																																																		ሺ6ሻ 

Произведем в уравнении (6) замену	߱ по формуле (5) и  ݒ ൌ ܴ߱. Оконча-
тельно получим выражение для кинетической энергии всей системы: 

௞ܧ ൌ
ெோమ

ଶ
∙

ସ௠మ௚మ௧మ

ோమሺଶ௠ାெሻమ
൅

௠ோమ

ଶ
∙

ସ௠మ௚మ௧మ

ோమሺଶ௠ାெሻమ
ൌ

௠మ௚మ௧మ

ଶ௠ାெ
. 

Задача 16. На скамье Жуковского ( рис. 1.20) стоит человек и держит на 
вытянутых руках гири по 10 кг каждая. Расстояние от каждой гири до оси 
вращения скамьи ݈ଵ ൌ 75	см. Скамья вращается, делая ݊ଵ ൌ 1об с⁄ . Опреде-
лить скорость вращения скамьи и работу, которую произведет человек, если 
он сожмет руки так, что расстояние от каждой гири до оси вращения умень-
шится до ݈ଶ ൌ 20см . Момент инерции скамьи с человеком относительно оси 
вращения    ܬ଴ ൌ 2,5	кг ∙ мଶ. 

Рис.  к задаче 15 
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Дано: 

݉ ൌ 10	кг 
lଵ ൌ 0,75м 
݈ଶ ൌ 0,2м 
݊ଵ ൌ 1ܿିଵ 
଴ܬ ൌ 2,5	кг ∙ мଶ 

Решение. При перемещении гирь относительно оси 
вращения на систему «человек–скамья–гири» будут 
действовать внешние силы – силы реакции опоры, ли-
ния действия которых проходит через ось вращения. 
Момент этих сил равен нулю. Следовательно, для дан-
ной системы тел будет выполняться закон сохранения 
моментов импульса. Момент силы тяжести относитель-
но оси скамьи равен нулю. Работу сила тяжести не со-
вершает (гири не смещаются по высоте). 

݊ଶ ൌ? 
ܣ ൌ? 

 
Поскольку момент инерции гирь, а следовательно, всей системы, будет 

уменьшаться, скорость вращения скамьи будет возрастать, возрастает и кине-
тическая энергия системы. 

Увеличение кинетической энергии происходит за счет работы человека. 
До перемещения гирь момент импульса системы 

ଵܮ ൌ ሺܬ଴ ൅ 2݈݉ଵଶሻ߱ଵ, 

после перемещения   ܮଶ ൌ ሺܬ଴ ൅ 2݈݉ଶ
ଶሻ߱ଶ,    ߱ ൌ  .݊ߨ2

По закону сохранения момента импульса ܮଵ ൌ  ,ଶ, следовательноܮ

ሺܬ଴ ൅ 2݈݉ଵଶሻ2݊ߨଵ ൌ ሺܬ଴ ൅ 2݈݉ଶ
ଶሻ2݊ߨଶ.																													ሺ1ሻ 

Из уравнения (1) находим: 

݊ଶ ൌ
ሺ௃బାଶ௠௟భ

మሻ௡భ
ሺ௃బାଶ௠௟మ

మሻ
. 

Работа человека равна приращению кинетической энергии системы: 

ܣ ൌ ௞ଶܧ െ  ሺ2ሻ																																																						.		௞ଵܧ

Так как начальная кинетическая энергия системы 

௞ଵܧ ൌ
1
2
ሺܬ଴ ൅ 2݈݉ଵଶሻ߱ଵଶ, 

конечная кинетическая энергия системы 

௞ଶܧ ൌ
ଵ

ଶ
ሺܬ଴ ൅ 2݈݉ଶ

ଶሻ߱ଶ
ଶ, 

то			A ൌ ଴ܬଶሾሺߨ2 ൅ 2݈݉ଶ
ଶሻ݊ଶ

ଶ െ ሺܬ଴ ൅ 2݈݉ଵଶሻ݊ଵଶሿ. 

Ответ: A =870 Дж; ݊ଶ ൌ 4,2	cିଵ.  
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Рис. 1.24 

 
 
 

Глава 4 
ГРАВИТАЦИЯ 

Взаимное притяжение тел называется гравитационным взаимодействием 
или гравитацией. Гравитация – это универсальное взаимодействие между 
любыми видами материи. 

§ 23. Законы Кеплера. Гравитационное поле 

И. Кеплер1, основываясь на астрономических наблюдениях, установил 
три закона: 

1. Все планеты двигаются вокруг Солнца по замк-
нутым кривым, представляющим собой эллипс, в одном 
из фокусов которого находится Солнце. 

2. Радиус-вектор ݎԦ, проведенный от Солнца С к 
планете М (рис.1.23), за равные промежутки времени 
описывает равные площади. 

На рис. 1.23 эти площади заштрихованы. 
3. Квадраты периодов Т обращения двух планет вокруг Солнца отно-

сятся как кубы больших полуосей их орбит: 

ଵܶ
ଶ

ଶܶ
ଶ⁄ ൌ ଵݎ	

ଷ ଶݎ
ଷ⁄ .																																										ሺ1.94ሻ 

Всякое тело изменяет свойства окружающего про-
странства – создает вокруг себя гравитационное поле. 
Под гравитационным полем понимают материальный 
объект природы, который осуществляет взаимодействие 
тел по закону всемирного тяготения (1.38).  

Если в гравитационное поле, образованное телом 
массой m (рис. 1.24), внести материальную точку мас-
сой ݉଴, то на нее будет действовать сила притяжения 

Ԧܨ ൌ െܩ
௠௠బ

௥మ
∙ Ԧ݁, 

где Ԧ݁ – орт радиуса-вектора ݎԦ. Знак минус показывает, что ܨԦ и Ԧ݁ направлены в 
разные стороны. 

                                                            
1 Иоганн Кеплер (1571–1630) – немецкий астроном. 

Рис. 1.23 
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Физическая величина Ԧ݃, равная отношению силы притяжения ܨԦ	к массе 
материальной точки m0, называется напряженностью гравитационного поля: 

Ԧ݃ ൌ
Ԧܨ

݉଴
ൌ െܩ

݉
ଶݎ
∙ Ԧ݁	.																																											ሺ1.95ሻ 

Напряженность – векторная величина, являющаяся силовой характери-
стикой гравитационного поля. Вектор Ԧ݃ совпадает по направлению с силой, 
действующей на материальную точку массой ݉଴. Напряженность измеряется 
в метрах на секунду в квадрате (м/с2). 

Поле однородно, если напряженность во всех точ-
ках поля одинакова. 

Найдем работу, совершаемую силами гравитацион-
ного поля, по перемещению материальной точки ݉଴ из 
положения 1, определяемого ݎԦଵ , в положение 2 с радиу-
сом-вектором ݎԦଶ (рис. 1.25). Элементарная работа 

ܣ݀ ൌ െܨԦ݀ Ԧܵ ൌ െܨԦ݀ݎԦ ൌ െܩ
௠௠బ

௥మ
 .ݎ݀

Знак минус указывает, что векторы силы и перемещения направлены в 
противоположные  стороны. Тогда 

ଵିଶܣ ൌ െ݉݉ܩ଴ න
ݎ݀
ଶݎ

௥మ

௥భ

ൌ ܩ
݉݉଴

ଶݎ
െ ܩ

݉݉଴

ଵݎ
.																						ሺ1.96ሻ 

Из формулы (1.96) следует, что работа сил гравитационного поля не за-
висит от того, каким путем осуществляется процесс перехода из положения 1 
в положение 2, а определяется координатами начального и конечного поло-
жений точки. Следовательно, гравитационное поле потенциально и работа 
 :ଵିଶ равна убыли потенциальной энергии системыܣ

௣ଵܧ												 െ ௣ଶܧ ൌ െሺܩ
௠௠బ

௥మ
െ ܩ

௠௠బ

௥భ
ሻ. 

Если ݎଶ → ∞, то ܧ௣ଶ ൌ 0. Таким образом, потенциальная энергия 

௣ܧ ൌ െ
଴݉݉ܩ

ݎ
.																																									ሺ1.97ሻ 

Скалярная физическая величина φ, равная отношению потенциальной  
энергии ܧ௣ к массе материальной точки ݉଴, называется потенциалом грави-
тационного поля: 

Рис. 1.25 
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߮ ൌ
௣ܧ
݉଴

ൌ െ
݉ܩ
ݎ
.																																											ሺ1.98ሻ 

Потенциал – энергетическая характеристика поля. 
В системе СИ потенциал гравитационного поля измеряется в джоулях на 

килограмм (Дж/кг). 
Установим связь между напряженностью и потенциалом гравитационно-

го поля. Из выражений (1.95) и (1.98) следует, что ܨԦ ൌ ݉଴ Ԧ݃,			а			ܧ௣ ൌ ݉଴߮. 

Так как ܨԦ ൌ െܧ׏௣	ሺ1.61ሻ, то ݉଴ Ԧ݃ ൌ െ݉଴߮׏, откуда Ԧ݃ ൌ െ߮׏. Таким об-
разом, 

Ԧ݃ ൌ െ൬ଓԦ
߲߮
ݔ߲

൅ ଔԦ
߲߮
ݕ߲

൅ ሬ݇Ԧ ߲߮
ݖ߲
൰ ൌ െ݃߮݀ܽݎ	.																		ሺ1.99ሻ 

Напряженность гравитационного поля равна градиенту потенциала  по-
ля, взятому с противоположным знаком. 

Знак минус в уравнении (1.99) показывает, что вектор напряженности 
гравитационного поля Ԧ݃ направлен в сторону убывания потенциала φ. 

§ 24. Космические скорости 

Для того чтобы тело стало спутником Земли, оно должно иметь вполне 
определенную скорость, называемую первой космической скоростью ݒଵ. 

При движении спутника на него действует сила притяжения к Земле:    
ܨ ൌ -ଶ,   где m— масса спутника; М,  R – масса и радиус Земли соотܴ/݉ܯܩ
ветственно. 

Эта сила сообщает спутнику центростремительное ускорение ܽц ൌ  .ܴ/ଵଶݒ
Применяя второй закон Ньютона, запишем: 

ଶܴ/݉ܯܩ ൌ ݉ܽц		и		ܯܩ/ܴଶ ൌ  .ܴ/ଵଶݒ

Отсюда   ݒଵ ൌ ඥܯܩ/ܴ	.																																										 
Подставив в данное уравнение  выражение для G, найденное из (1.38), и 

учитывая, что F = mg, получим значение первой космической скорости: 

ଵݒ ൌ ܴܩ√ ൎ 8 ∙ 10ଷм/с. 

Вторая космическая скорость ݒଶ – это наименьшая скорость, которую 
надо сообщить телу, чтобы оно преодолело земное притяжение и стало спут-
ником Солнца. Для этого необходимо, чтобы кинетическая энергия тела была 
равна работе, совершаемой против сил притяжения Земли: 

ଶݒ݉
ଶ

2
ൌ න ܩ

ܯ݉
ଶݎ

ݎ݀

ஶ

ோ

ൌ
ܯ݉ܩ
ܴ

, 
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откуда               ݒଶ ൌ ඥ2ܯܩ/ܴ ൌ ඥ2ܴ݃ ൎ 11	км/с.												 
Третья космическая скорость ݒଷ— это скорость, которую необходимо 

сообщить телу, чтобы оно вышло за пределы Солнечной системы. Она опре-
деляется из соотношения: 

௠௩య
మ

ଶ
ൌ ܩ

௠ெ೎

ோబ
, 

где ܯ௖ – масса Солнца; ܴ଴ – радиус орбиты Земли. 

ଷݒ ൌ ඥ2ܯܩ௖/ܴ଴ ൎ 42	км/с.																				 

С учетом того, что Земля вращается вокруг своей оси со скоростью 30 
км/с, значения третьей космической скорости зависят от направления запуска 
ракет и изменяются в пределах от 17 до 73 км/с. 

§ 25. Неинерциальные системы отсчета 

Неинерциальными называются системы отсчета (НИСО), движущиеся с 
ускорением относительно инерциальных систем отсчета (ИСО). Пусть име-
ются две системы отсчета (СО) (рис.1.26): K – инерциальная СО, а K’—
неинерциальная СО. 

Рассмотрим движение материальной точки массой m0 в системах K и K′. 
Из рис. 1.26 видно, что 

ሬሬԦݎ	 ൌ ሬܴԦ ൅  ሺ1.100ሻ																																														Ԧᇱ.ݎ

Дифференцируя дважды по времени уравнение (1.100), получим 

݀ଶݎԦ
ଶݐ݀

ൌ
݀ଶ ሬܴԦ

ଶݐ݀
൅
݀ଶݎԦ′
ଶݐ݀

 

или   
                             ܽԦ ൌ ܽ଴ሬሬሬሬԦ ൅ ܽᇱሬሬሬԦ,                      (1.101) 

где Ԧܽ – ускорение материальной точки в ИСО; 
ܽ଴ሬሬሬሬԦ – ускорение точки 0' (начала координат 
системы K' ) относительно ИСО; ܽᇱሬሬሬԦ— ускоре-
ние материальной точки в НИСО. 

Умножим на массу  ݉଴ правую и левую 
части уравнения (1.101): 

݉଴ Ԧܽ ൌ ݉଴ܽ଴ሬሬሬሬԦ ൅ ݉଴ܽᇱሬሬሬԦ 
или 

Рис. 1.26 
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Ԧܨ ൌ ݉଴ܽ଴ሬሬሬሬԦ ൅ ݉଴ܽᇱሬሬሬԦ, 

откуда 

݉଴ܽᇱሬሬሬԦ ൌ Ԧܨ െ݉଴ܽ଴ሬሬሬሬԦ ,  (1.102) 

где ܨԦ ൌ ݉଴ Ԧܽ – сила, с которой действуют на материальную точку тела других 
систем. 

Таким образом, относительно НИСО материальная точка ведет себя так, 

как если бы кроме внешней силы ܨԦ  на нее действовала бы еще одна сила: 

పሬሬԦܨ ൌ െ݉଴ܽ଴ሬሬሬሬԦ , названная силой инерции. Сила инерции обусловлена неинерци-
альностью СО. 
В итоге получим 

݉଴ܽᇱሬሬሬԦ ൌ Ԧܨ ൅  పሬሬԦ. (1.103)ܨ

Уравнение (1.103), аналогичное по форме второму закону Ньютона, 
справедливо в НИСО. 

Пример 1. Шар массой m подвешен на нити к 
потолку вагона. Если вагон покоится или движется 
равномерно и прямолинейно, то нить занимает вер-
тикальное положение, так как сила тяжести шара 

݉ Ԧ݃ уравновешивается силой реакции нити ܨԦ (рис. 
1.27, а). Как только вагон начнет двигаться посту-
пательно с ускорением ܽ଴ሬሬሬሬԦ (рис. 1.27, б), нить с ша-
ром отклонится от вертикали в противоположную 
направлению движения сторону на угол ߙ. При 

этом сила ሬܴԦ ൌ Ԧܨ ൅ ݉ Ԧ݃, действующая на шар, урав-

новешивается силой инерции ܨపሬሬԦ ൌ െ݉ܽ଴ሬሬሬሬԦ, и относи-
тельно вагона шар покоится. 

Пример 2. Маятник, представляющий собой шарик массой m, подвешен 
на нити к штанге, установленной на вращающемся диске (рис. 1.28, а). При 

вращении диска шарик отклоняется от вер-
тикали на некоторый угол 	ߙ  (рис.1.28, б). 
В ИСО (относительно пола, на котором 
закреплен диск) на шарик действует сила 
ц.сܨ ൌ ݉߱ଶݎ ൌ -создающая центро ,ݎ/ଶݒ݉
стремительное ускорение. Эта сила пер-
пендикулярна оси вращения и является 
равнодействующей силой тяжести ݉ Ԧ݃ и 

реакции нити		ܨԦ, т.е. ሬܴԦ ൌ ݉ Ԧ݃ ൅  .Ԧܨ

Рис. 1.27 

Рис. 1.28 
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В НИСО (относительно диска) шарик покоится. Сила ሬܴԦ  уравновешена 

центробежной силой ܨц.бሬሬሬሬሬሬԦ, которая является силой инерции. 
При решении задач часто принимается Земля за ИСО. Однако наша пла-

нета не является ИСО, т. к. вращается вокруг своей оси. Поэтому при прове-
дении точных расчетов в таких случаях необходимо учитывать центробежную 
силу инерции. 

Пример 3. Горизонтально расположенный диск вращается относительно 
пола (ИСО) с угловой скоростью ω. Пусть по окружности радиуса r равно-

мерно , со скоростью ߭ᇱሬሬሬԦ (относительно диска) движется тело, привязанное 
нитью к оси диска (рис. 1.29).  

Если скорость тела ߭ᇱሬሬሬԦ  и направление вращения диска совпадают, то тело 
в ИСО имеет скорость   ߭ ൌ 	߭ᇱ ൅  :Ускорение тела в этой системе отсчета .ݎ߱	

ܽ′ሬሬሬԦ௡ ൌ
జమ

௥
ሬ݊Ԧ ൌ

ሺజᇲାఠ௥ሻమ

௧
ൌ

జᇱమ

௥
ሬ݊Ԧ ൅	߱ଶ2ሬ݊Ԧ ൅ 2߭ᇱ߱ ሬ݊Ԧ. 

где ሬ݊Ԧ	– нормаль, направленная вдоль нити. 
Первое слагаемое представляет собой  ускорение тела относительно 

диска (НИСО): Ԧܽ௡ ൌ ሺ߭′
ଶ

2ൗ ሻሬ݊Ԧ. Масса тела m, умноженная на ускорение Ԧܽ௛, 

дает силу натяжения нити ܨԦ ൌ ݉ Ԧܽ′௡ ൅ ݉߱ଶݎሬ݊Ԧ ൅ 2݉߭ᇱ߱ሬ݊Ԧ. Откуда ݉ܽ′ሬሬሬԦ௡ ൌ 

ൌ Ԧܨ െ 	݉߱ଶݎ ሬ݊Ԧ െ 2݉߭ᇱ߱ሬ݊Ԧ. Таким образом, в НИСО кроме реальной силы ܨԦ на 

тело действует центробежная сила инерции ܨԦц.б ൌ െ݉߱ଶݎሬ݊Ԧ и вторая сила 
инерции 

Ԧкܨ ൌ 	െ2݉߭ᇱ߱ሬ݊Ԧ ൌ 2݉ۤ Ԧ߭ᇱ ሬ߱ሬԦ(1.104)                                ,ۥ 

названная силой Кориолиса1. Эта сила перпендикулярна к 	 Ԧ߭ᇱи		 ሬ߱ሬԦ и, следова-
тельно, работы над телом не совершает. Сила Кориолиса  может изменять 
направление скорости Ԧ߭ᇱ, но не изменяет ее модуль. Действием силы Корио-
лиса объясняются такие явления, как отклонение сво-
бодно падающих тел к востоку, размыв правых бере-
гов рек в северном полушарии и левых берегов – в 
южном, вращение плоскости качания маятника Фуко, 
неодинаковый износ рельсов при двухколейном дви-
жении – в северном полушарии сильнее изнашивается 
правый рельс,  в южном полушарии – левый. Силу 
Кориолиса необходимо учитывать при стрельбе на 
дальние расстояния и т.д. 

 
                                                            
1 Гюстав Гаспар Кориолис (1792-1843) – французский ученый в области механики. 

Рис. 1.29 
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 17. Метеорит падает на Солнце с очень большого расстояния, ко-
торое можно считать бесконечно большим. Начальная скорость метеорита 
пренебрежимо мала. Какую скорость будет иметь метеорит в момент, когда 
его расстояние от Солнца равно среднему расстоянию Земли от Солнца? 
 
Дано: 
݈଴ ൌ ∞ 
݈ ൌ ܴ ൌ 1,49 ∙ 10ଵଵм 
М ൌ 1,98 ∙ 10ଷ଴кг 

Решение. Обозначим начальное расстояние от 
метеорита до Солнца через ݈଴. По закону всемир-
ного тяготения (1.38) найдем силу F, с которой 
метеорит притягивается к Солнцу, находясь на 
расстоянии x от него: 

ܨ                                     ൌ ܩ
௠ெ

௫మ
, (1) 

ݒ ൌ? 
 

где m – масса метеорита; M – масса Солнца. 
Найдем работу силы притяжения dA на элементарном перемещении dx: 

ܣ݀ ൌ ܩ
௠ெ

௫మ
 (2) .ݔ݀

Работа dA равна убыли потенциальной энергии Ер: 

dA = –dEp.  (3) 

Тогда 

௣ܧ ൌ െ׬ ܩ
௠ெ

௫మ
ோ
ஶ ݔ݀ ൌ െ׬ܯ݉ܩ

ௗ௫

௫మ
ோ
ஶ ൌ ܩ

௠ெ

ோ
. (4) 

По закону сохранения энергии 

௣ܧ ൌ ௞ܧ ൌ
௠௩మ

ଶ
. (5) 

Из уравнений (4) и (5) определяется скорость движения метеорита: 

௠௩మ

ଶ
ൌ ܩ

௠ெ

ோ
ݒ   , ൌ ටଶீெ

ோ
,    v = 42,1 км/с. 

Ответ: v = 42,1 км/с. 
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Задача 18. Частица массой m в некоторый момент времени находится в 
точке А на оси длинного тонкого стержня массой М и длиной l на расстоянии 
а от одного из его концов (см. рис. к задаче 17). Определите напряженность g 
и потенциал φ гравитационного поля стержня в точке А, а также силу, дейст-
вующую на частицу в рассматриваемый момент времени.  

 

Дано: 
т 
M 
l 
a 

Решение. Выберем инерциальную систему отсчета, свя-
занную с точкой А. Стержень нельзя считать за матери-
альную точку. Разобьем стержень на бесконечно малые 
элементы длиной dx, каждый из которых можно прини-
мать за материальную точку.  

Выделенный элемент dx имеет массу ݀ܯ ൌ  .݈/ݔ݀ܯ
Найдем напряженность dg и потенциал ݀߮ в точке А от 
выделенного элемента стержня, используя выражения 
(1.95) и (1.98): 

߮ ൌ?				 g = ? 
ܨ ൌ? 
 

݀݃ ൌ ܩ
ௗெ

௫మ
ൌ ܩ

ெ

௟

ௗ௫

௫మ
, (1) 

݀߮ ൌ െܩ
ௗெ

௫
ൌ െܩ

ெ

௟

ௗ௫

௫
.  (2) 

Для определения g и  ߮ воспользу-
емся принципом суперпозиции. Так 
как все элементарные векторы ݀݃ሬሬሬሬሬԦ 
направлены в одну сторону  (вдоль 
оси x), а ݀߮ величина скалярная, то, 
интегрируя уравнения (1) и (2), по-
лучим 
 

݃ ൌ ܩ
ெ

௟
׬

ௗ௫

௫మ
௔ା௟
௔ ൌ ሾܽሺܽ/ܯܩ ൅ ݈ሻሿ, 

߮ ൌ െ	ܩ
ெ

௟
׬

ௗ௫

௫

௔ା௟
௔ ൌ ܩ

ெ

௟
ln ቀ1 ൅

௟

௔
ቁ. 

Сила ܨ ൌ ݉݃ ൌ ሾܽሺܽ/݉ܯܩ ൅ ݈ሻሿ направлена по Ԧ݃ , т. е. совпадает с  на-
правлением оси x. 

Ответ: 	݃ ൌ ሾܽሺܽ/ܯܩ ൅ ݈ሻሿ,  ߮ ൌ ܩ
ெ

௟
ln ቀ1 ൅

௟

௔
ቁ; 

ܨ ൌ ሾܽሺܽ/݉ܯܩ ൅ ݈ሻሿ. 
 

Задача 19. Тело массой m находится на вершине наклонной плоскости и 
удерживается силой трения. За какое время t тело спустится с наклонной 
плоскости, если плоскость станет двигаться в горизонтальном направлении с 
ускорением ܽ଴ ൌ 1	м/сଶ? 

Рис. к задаче 18
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Длина плоскости ݈ = 1 м, угол наклона к горизонту ߙ ൌ 30°, коэффици-
ент трения между телом и плоскостью ߤ ൌ 	0,3.  

 
Дано: 
а0 = 1 м/с2 

l =  1 м 
 = 30о 
 = 0,3 

Решение. Задачу решаем в системе отсчета xoy, связанной с 
наклонной плоскостью. На тело действуют три силы: сила 
тяжести ݉ Ԧ݃, сила реакции наклонной плоскости ሬܰሬԦ  и сила 
трения покоя  ܨтрሬሬሬሬሬԦ, которые уравновешивают друг друга, и 
тело покоится. 
       Как только наклонная плоскость начнет двигаться с ус-
корением ܽ଴ሬሬሬሬԦ, указанная система отсчета будет неинерциаль-
ной, появится сила инерции ܨపሬሬԦ ൌ െ݉ܽ଴ሬሬሬሬԦ и тело начнет дви-
гаться вниз с ускорением Ԧܽ. 

t =  ? 
 

 
Время движения 

ݐ ൌ ඥ2݈/ܽ . (1) 
Для нахождения ускорения а запишем второй закон Ньютона  

	݉ Ԧ݃ ൅ ሬܰሬԦ ൅ трሬሬሬሬሬԦܨ ൅ పሬሬԦܨ ൌ ݉ Ԧܽ.  (2) 

Проектируя все векторы уравнения (2) на оси x и y, получим 

ox: ݉݃ sin ߙ െ трܨ ൅ ݉ܽ଴ cosߙ ൌ ݉ܽ,  (3) 

oy: െ݉݃ cosߙ ൅ ܰ ൅݉ܽ଴ sin ߙ ൌ 0. (4) 

Решая систему уравнений (3), (4) с учетом выражения ܨтр ൌ  найдем		,ܰߤ
ускорение: 

                 ܽ ൌ ݃ሺsin ߙ െ ߤ cosߙሻ ൅ ܽ଴ሺcosߙ ൅ ߤ sin  ሻ. (5)ߙ

Из уравнений (1) и (5) определяется время движения тела: 

ݐ ൌ ඥ2݈/ሾ݃ሺsin ߙ െ ߤ cosߙሻ ൅ ܽ଴ሺcos ߙ ൅ ߤ sin ݐ ,ሻሿߙ ൌ 0,77	ܿ. 

Ответ: ݐ ൌ 0,77	c.  

Рис. к задаче 19 
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Глава 5 
ЭЛЕМЕНТЫ СПЕЦИАЛЬНОЙ ТЕОРИИ 

ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

§ 26. Преобразования Галилея. 
Сложение скоростей в классической механике 

Принцип относительности Галилея1, справедливый в классической меха-
нике, гласит: все механические процессы протекают одинаково во всех ИСО, 
или никакими механическими опытами, проведенными внутри ИСО, невоз-
можно установить, движется система равномерно и прямолинейно или по-
коится. 

Законы динамики не изменяют своего вида при преобразованиях Гали-
лея, т. е. они инвариантны к преобразованиям Галилея. 

Для доказательства этого рассмотрим две ИСО, из которых одна (систе-
ма K) покоится, а другая (система K' ) движется относительно первой равно-
мерно и прямолинейно с постоянной скоростью (ݒԦ). В момент времени t = 0 
начала координат обеих систем совмещены (точки 0 и 0' совпадают).  
Найдем связь между координатами произвольно взятой материальной точки 
M в рассматриваемых СО (рис. 1.30): 

Ԧݎ																	 ൌ ᇱሬሬሬԦݎ ൅ ଴ሬሬሬԦݎ ൌ ᇱሬሬሬԦݎ ൅  (1.105)           .ݐԦݒ

Запишем уравнение (1.105) в 
проекциях на оси координат: 

ݔ ൌ ᇱݔ ൅  ,ݐ௫ݒ
ݕ												 ൌ ᇱݕ ൅  ,ݐ௬ݒ
ݖ            ൌ ᇱݖ ൅  ݐ௭ݒ
и 
ݐ	           ൌ  ᇱݐ
или 

ᇱݔ	 ൌ ݔ െ  ,ݐ௫ݒ
ᇱݕ ൌ ݕ െ  (1.106) ,ݐ௬ݒ
ᇱݖ ൌ ݖ െ  ,ݐ௭ݒ
ᇱݐ	 ൌ  .ݐ

 

                                                            
1 Гилилео Галилей (1564–1642) – итальянский физик и астроном. 

Рис. 1.30 
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Систему уравнений (1.106) называют преобразованиями координат Га-
лилея. Если система K' движется вдоль положительного направления оси oх, 
то уравнения (1.106) примут вид 

ݔ ൌ ᇱݔ ൅ ݕ  ,ݐݒ ൌ ݖ ,ᇱݕ ൌ  ,ᇱݖ

ᇱݔ ൌ ݔ െ ᇱݕ						,ݐݒ ൌ ᇱݖ					,ݕ ൌ  (1.107) .ݖ

Принято добавлять к уравнениям (1.107) еще одно уравнение: ݐ	 ൌ  так ,′	ݐ	
как в классической механике считается, что время не зависит от движения СО. 

Дифференцируя по времени уравнение (1.105), найдем правило сложения 
скоростей в классической механике:    ݑሬԦ ൌ ᇱሬሬሬԦݑ ൅  .Ԧݒ

Взяв вторую производную по времени от уравнения (1.105), получим, 
что ускорение материальной точки М в системах K и   K' одинаково: Ԧܽ ൌ ܽᇱሬሬሬԦ. 

Таким образом, если на материальную точку не действуют внешние силы 
( Ԧܽ 	ൌ 	0	), то и	ܽᇱሬሬሬԦ 	ൌ 	0 , т. е. материальная точка движется равномерно и пря-
молинейно или покоится. А это означает, что система   K' также является 
ИСО. Тем самым подтверждается механический принцип относительности: 
при переходе от одной ИСО к другой законы динамики не изменяют своего 
вида. 

§ 27. Относительность одновременности 

По классическим представлениям взаимодействие тел осуществляется 
мгновенно, т. е. соблюдается принцип дальнодействия. Если в различных точ-
ках на поверхности Земли происходят два события одновременно, то они 
должны протекать одновременно в любых точках Вселенной. 

Из астрономических наблюдений известно, что свет, улавливаемый теле-
скопами от различных звезд, излучался ими десятки, а то и миллионы лет то-
му назад. Следовательно, событие, происходящее на Звезде и воспринимаемое 
нами, не является одновременным, так как любой сигнал распространяется с 
конечной скоростью. Мы не знаем, что происходит в момент приема сигнала 
на Звезде (может, она давно потухла). Чтобы определить, в какое время про-
изошло событие, надо сверить часы на Звезде с земными часами, т.е. провести 
синхронизацию часов. В повседневной жизни мы периодически проводим 
синхронизацию часов, сверяя их с сигналами точного времени, передаваемы-
ми по радио, например, из Москвы. И хотя до Самары сигналы точного вре-
мени приходят с запаздыванием на 0,003 с, такие погрешности для нас несу-
щественны. Когда же расстояния имеют космические масштабы, эти поправки 
приобретают большое значение. Если синхронизировать часы в данной сис-
теме координат, то такая синхронизация будет справедлива только для данной 
системы. Однако оказывается невозможным установление времени, одинако-
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вого для всех систем координат. Согласно теории Эйнштейна для каждой 
ИСО, находящейся в относительном движении, существует лишь собственное 
время. Это время показывают часы, покоящиеся в данной системе. Абсолют-
ной одновременности не существует. 

§ 28. Постулаты специальной теории относительности (СТО).  
 Преобразования Лоренца 

При рассмотрении движения частиц со скоростью, сравнимой со скоро-
стью света в вакууме (с ൎ 3 ൉ 10଼ м/с), классическая механика Ньютона ока-
зывается неприменимой. 

В 1881 г. американские ученые А. Майкельсон и Э. Морли опытным пу-
тем установили, что скорость света остается одинаковой, если свет распро-
страняется в направлении движения Земли или в направлении, ему противо-
положном или перпендикулярном. Из опыта следовал вывод, что свет 
распространяется во всех направлениях с одинаковой скоростью независимо 
от движения источника света и наблюдателя. Это оказалось в противоречии с 
классическим законом сложения скоростей и преобразованиями Галилея, ле-
жащими в основе механики Ньютона. В СТО классические преобразования 
координат (преобразования Галилея), позволяющие переходить от одной 
инерциальной системы отсчета к другой, были заменены преобразованиями 
Лоренца1. 

В основе СТО лежат два постулата: 
1) все физические процессы протекают одинаково во всех инерциаль-

ных системах отсчета; этот постулат называется принципом 
относительности А. Эйнштейна2; 

2) скорость света в вакууме одинакова для всех инерциальных систем 
отсчета и не зависит от движения источника и приемника света. 

Кроме того, в СТО перешли многие постулаты классической физики: од-
нородность пространства и времени, изотропность пространства, обратимость 
времени и др. 

Из постулатов теории относительности вытекают преобразования Ло-
ренца. При выводе их накладывается еще одно условие: преобразования 
должны быть линейными. Это условие следует из однородности пространст-
ва–времени: все точки пространства и все моменты времени равноценны. 

Пусть система координат ݔ′, ,′ݕ ,′ݖ  ,движется относительно системы x, y	′ݐ
z, t (см. рис. 1.30) со скоростью ݒԦ, направленной вдоль общей для систем оси 
оx. Определим координаты ݔ′, ,′ݕ -некоторого события относи	′ݐ и время	′ݖ
тельно системы ܭ	′, если известны координаты x, y, z и время t этого события 

                                                            
1 Хендрик Антон Лоренц (1853–1928) – нидерландский физик. 
2 Альберт Эйнштейн (1879–1955) – немецкий физик. 
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в системе К. Допустим, что при t = 0 точки O и ܱᇱсовпадают. Поскольку дви-
жение вдоль осей y и z не происходит, то ݕᇱ ൌ ,ݕ	 	′ݖ ൌ  . ݖ	

Из рис.1.30 следует, что точка ܱ′c координатой ݔ′	 ൌ	0 в системе ܭᇱдви-
жется вдоль оси oх системы К со скоростью ݒԦ , то есть координата точки в 
системе К изменяется по закону ݔ	 ൌ –	ݔ Условие эквивалентно .ݐݒ	 	ݐݒ	 ൌ 0. 
Учитывая этот факт и линейность преобразований координат, связь между ݔ′и 
x должна иметь вид 

	′ݔ ൌ 	ݔሺߛ	 െ    (1.108)	ሻ,ݐݒ	

где	ߛ	–	коэффициент, зависящий от скорости. 
С другой стороны, координата х = 0 системы К в системе ܭ′	изменяется 

по закону ݔ′	 ൌ 	െݐݒ′	. Выражение ݔ′	 ൅ -должно обращаться в нуль одно ݐݒ	
временно с координатой x. Для этого преобразование запишется в виде 

	ݔ ൌ 	′ݔሺߛ	 ൅  ሻ.   (1.109)′ݐݒ	

Так как системы К и ܭ′равноправны, то коэффициент ߛ	один и тот же. 
Для определения ߛ	воспользуемся вторым постулатом теории относи-

тельности. Предположим, что в момент ݐ	 ൌ 	′ݐ	 ൌ 	0 , когда начала координат 
O и ܱᇱ   совпадают, посылается вдоль осей oх и oݔ′	световой сигнал, который 
вызывает вспышку света на экране. В системе К вспышка характеризуется 
координатой x и временем t, а в системе ܭ′— координатой ݔ′	и временем ݐ′. 
Так как скорость света с одинакова в обеих системах, то получим уравнения: 
ݔ ൌ ,ݐܿ	 	′ݔ ൌ  :Подставим эти уравнения в формулы (1.108), (1.109) .	′ݐܿ	

	ݐܿ ൌ ᇱݐሺܿߛ	 ൅ ᇱሻݐݒ	 ൌ ᇱሺܿݐߛ	 ൅  ,ሻݒ	

ᇱݐܿ ൌ ݐሺܿߛ	 ൅ ሻݐݒ	 ൌ ሺܿݐߛ	 ൅  .ሻݒ	

Перемножив правые и левые части уравнений и поделив их на ݐݐ′, полу-
чим:    ܿଶ ൌ ଶሺܿଶߛ െ  .ଶሻݒ

Отсюда 	ߛ ൌ 1/ඥ1 െ -в (1.108, 1.109), по	ߛ ଶ/ܿଶ.   Подставив значениеݒ
лучим преобразование координат: 

ݔ ൌ ௫ᇲା௩௧ᇲ

ඥଵି௩మ/௖మ
ᇱݔ   , ൌ ௫ି௩௧

ඥଵି௩మ/௖మ
. 

Для нахождения формул преобразования времени исключим из уравне-
ний преобразования координат ݔ′, подставив во второе уравнение значение ݔ′, 
следующее из первого. Получим уравнение, определяющее зависимость ݐ′от t 

и x: ݐᇱ ൌ ௧ି௩௫/௖మ

ඥଵି௩మ/௖మ
. 
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Аналогично, подставляя значение x из второго уравнения в первое, нахо-
дим выражение t через ݐᇱи ݔ′: 

ݐ ൌ ௧ᇲା௩௫ᇲ/௖మ

ඥଵି௩మ/௖మ
. 

Выпишем полученные формулы, которые называются преобразованиями 
Лоренца: 
 

ݔ ൌ ௫ᇲା௩௧ᇲ

ටଵିೡ
మ

೎మ

ᇱݔ , ൌ ሺݔ െ ݐݒ ሻ/ඥ1 െ  ,ଶ/ܿଶݒ

ݕ ൌ ᇱݕ ,ᇱݕ ൌ  ,ݕ
ݖ ൌ ᇱݖ  ,ᇱݖ ൌ  (1.110)  ,ݖ

ݐ ൌ ሺݐᇱ ൅ ᇱ/ܿଶሻ/ඥ1ݔݒ െ ᇱݐ    ,ଶ/ܿଶݒ ൌ
௧ିೣೡ

೎మ

ටଵିೡ
మ

೎మ

. 

 
Из (1.106) и (1.110) видно, что при скорости движения, которая намного 

меньше скорости света, отношение ݒଶ/ܿଶ ≪ 1 и преобразования Лоренца пе-
реходят в классические преобразования Галилея. Таким образом, законы ме-
ханики Ньютона не отвергаются, они рассматриваются как частный случай 
движения тел с малыми скоростями. 

Из преобразований Лоренца (1.110) вытекает ряд следствий. 
 
1. Сокращение длины движущегося тела 

Допустим, что вдоль оси ݔ݋ᇱ	в движущейся 
системе ܭ′ покоится стержень (рис. 1.31). Наблю-
датель, находящийся в системе ܭ′, определяет 
длину этого стержня	݈଴

ᇱ  (собственная длина) как 
разность координат его концов:    ݈଴

ᇱ ൌ ଶݔ
ᇱ െ ଵᇱݔ . 

Определим длину этого стержня ݈ в системе 
отсчета К, относительно которой стержень дви-
жется со скоростью v. 

Используя преобразования Лоренца (1.110), 
запишем: 

ଵݔ
ᇱ ൌ ൬

௫భି௩௧

ඥଵି௩మ/௖మ
൰,   ݔଶ

ᇱ ൌ ൬
௫మି௩௧

ඥଵି௩మ/௖మ
൰, 

откуда ݈଴
ᇱ ൌ ଶݔ

ᇱ െ ଵݔ
ᇱ ൌ

ሺ௫మି௫భሻ

ඥଵି௩మ ௖మ⁄
ൌ ௟

ඥଵି௩మ/௖మ
, 

так как ݈ ൌ ଶݔ 	െ ݈଴				ଵ,ݔ
ᇱ ൌ

௟

ඥଵି௩మ/௖మ
   или  

Рис. 1.31 
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݈ ൌ ݈଴
ᇱ ඥ1 െ  ଶ/ܿଶ. (1.111)ݒ

Стержень, движущийся относительно наблюдателя, кажется ему более 
коротким, чем в случае, когда стержень относительно него покоится. 

Релятивистское сокращение длины, происходящее только в направлении 
относительного движения, становится заметным при очень больших скоро-
стях. Если, например, тело движется со скоростью v, равной 0,8 скорости све-
та, то согласно формуле (1.111) оно укорачивается до 60% от длины в состоя-
нии покоя. 

Cокращение длины движущегося тела носит относительный характер. 
Если стержень покоится в системе К, то его длина в системе К' выражается 
формулой (1.111). Поэтому, когда в системах К и К' покоятся одинаковые 
стержни, то нельзя ставить вопрос: какой из них на самом деле короче? Все 
зависит от системы отсчета. 
 
2. Замедление хода часов 

Пусть часы и наблюдатель находятся в точках ݔ′	в движущейся системе 
отсчета ܭ′. Наблюдатель посылает световой сигнал. Начало светового сигнала 
ଵᇱݐ  и конец сигнала ݐଶ

ᇱ 	он фиксирует по своим часам. Длительность 
ла			∆ݐᇱ ൌ ଶݐ

ᇱ െ ଵᇱݐ 		. 
Наблюдатель, находящийся в системе К, принимает этот сигнал в тече-

ние промежутка времени ݐ߂	 ൌ 	 ଶݐ െ  ଵ , фиксируя начало и конец сигнала поݐ
своим часам. Так как система ܭ′движется, наблюдатель системы K фиксирует 
начало и конец светового сигнала в различных точках пространства, т. е. 
ଵݐ 	് 	 ଵݔ			.ଶ , т. кݐ 	് 	  ଶ . Воспользовавшись преобразованиями Лоренцаݔ
(1.108), сравним интервалы времени ݐ߂′	и	ݐ߂ 

ଵݐ ൌ
௧భ
ᇲା௩௫భ

ᇲ/௖మ

ඥଵି௩మ/௖మ
ଶݐ           , ൌ

௧మ
ᇲା௩௫మ

ᇲ/௖మ

ඥଵି௩మ/௖మ
 

сигнала		ݐ߂	 ൌ 	 ଶݐ െ ଵݐ 		ൌ
ቀ2ݐ
′ െ1ݐ

′ ቁ൅ቀ2ݔ
′ െ1ݔ

′ ቁ2ܿ/ݒ

ට1െ2ܿ/2ݒ
. 

Так как ݔଶ
ᇱ 	ൌ 	 ଵᇱݔ 	ൌ 	  ᇱ (сигнал посылается из одной точки), тоݔ

ݐ∆ ൌ
௧మ
ᇲି௧భ

ᇲ

ඥଵି௩మ/௖మ
      или    ∆ݐ ൌ

∆௧ᇲ

ඥଵି௩మ/௖మ
 .   (1.112) 

Итак, покоящиеся часы дают более длинный интервал времени между 
событиями, происходящими в движущейся системе отсчета, чем часы, дви-
жущиеся вместе с этой системой. Как и изменение длины, это сокращение 
носит относительный характер. 
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3. Релятивистский закон сложения скоростей 
Предположим, что в системе ܭ′	вдоль оси ݔ݋′	движется материальная 

точка со скоростью ݑᇱ ൌ
ௗ௫ᇲ

ௗ௧ᇲ
  . 

Найдем скорость этой точки ݑ ൌ
ௗ௫

ௗ௧
 в системе K. Используя преобразова-

ние Лоренца (1.110), запишем:    

dݔ ൌ
ௗ௫ᇲା௩ௗ௧ᇲ

ඥଵି௩మ/௖మ
 ,  dݐ ൌ

ௗ௧ᇲାሺ
ೡ
೎మ
ሻௗ௫ᇲ

ඥଵି௩మ/௖మ
  . 

Тогда 

u=
ௗ௫

ௗ௧
ൌ

ௗ௫´ା௩ௗ௧´

ௗ௧´ାቀ
ೡ
೎మ
ቁௗ௫´

. 

Поделив числитель и знаменатель правой части уравнения на ݀ݐᇱ, полу-
чим релятивистский закон сложения скоростей: 

ݑ ൌ 	
௨´ା௩

ଵା௩
ೠᇲ
೎మ

 . (1.113) 

Из формулы (1.113) следует, что в случае, когда v << c, релятивистский 
закон сложения скоростей переходит в классический: u = u' + v. Если ݑ′	 ൌ 	ܿ, 
то ݑ	 ൌ 	 ሺܿ	 ൅ ሺ1	ሻݒ	 ൅ ሻܿ	/	ݒ	 	ൌ 	ܿ . 

§ 29. Релятивистская масса и импульс частицы. 
Связь массы, энергии и импульса 

В СТО вводится релятивистская масса частицы m, зависящая от скорости 
ее движения ݒ: 

m = 
௠బ

ඥଵି௩మ/௖మ
 ,  (1.114) 

где  ݉଴  – масса частицы, находящейся в покое. 
С возрастанием скорости движения частицы, как следует из формулы 

(1.114), масса тоже увеличивается. Если скорость частицы ݒ стремится к ско-
рости света с, то масса частицы стремится к бесконечности. При малых ско-
ростях, когда ݒ	 ൏൏ 	ܿ, массы движущейся и покоящейся частиц приблизи-
тельно одинаковы. 

Основное уравнение релятивистской динамики имеет такой же вид, как и 
в классической механике Ньютона:  

Ԧܨ ൌ
ௗ௣Ԧ

ௗ௧
ൌ ݀ሺ݉ݒԦሻ/݀(1.115) ,ݐ 

_ _
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только в этом уравнении масса – переменная величина. Здесь ܨԦ – сила, дейст-

вующая на частицу,  ݌Ԧ =
௠బ௩ሬԦ

ඥଵି௩మ/௖మ
	െ импульс частицы. 

Выведем соотношение между массой и энергией (знаменитую формулу  

Эйнштейна). Как известно из классической физики, работа силы ܨԦ	на элемен-
тарном перемещении ݀ݎԦ равна приращению кинетической энергии тела (час-

тицы): 	݀ܧ௞ ൌ Ԧݎ݀	Ԧܨ ൌ  Ԧ –  скорость частицы. Подставив в данноеݒ где , ݐԦ݀ݒ	Ԧܨ
выражение основное уравнение релятивистской  динамики (1.115) и преобра-
зовав его с учетом того, что ݒԦ݀ݒԦ ൌ  и формулу (1.114), получим ,ݒ݀ݒ

௞ܧ݀ ൌ
ௗ

ௗ௧
൬

௠బ௩ሬԦ

ඥଵି௩మ/௖మ
൰ ݐԦ݀ݒ ൌ Ԧ݀ݒ ൬

௠బ௩ሬԦ

ඥଵି௩మ/௖మ
൰. 

Интегрируем полученное выражение, считая, что кинетическая энергия 
покоящейся частицы равна нулю, а ее масса равна mo : 

௞ܧ ൌ
݉଴ݒଶ

ට1 െ
ଶݒ
ܿଶ

െ ݉଴න
ݒ݀ݒ

ට1 െ ଶݒ
ܿଶൗ

௩

଴

ൌ 

ൌ
௠బ௩మ

ඥଵି௩మ/௖మ
൅ ݉଴ܿଶඥ1 െ ଶ/ܿଶ|଴ݒ

௩= (1.116) 

ൌ
௠బ௩మ

ඥଵି௩మ/௖మ
െ ݉଴ܿଶ ൌ ݉ܿଶ െ ݉଴сଶ. 

Выражение ܧ	 ൌ 	݉ܿଶ назвали полной энергией частицы, а ܧ଴ 	ൌ 	݉଴ܿଶ – 
энергией покоя. Если частица покоится и ее Ek = 0, она, тем не менее, обладает 
энергией покоя. 

Запишем уравнение (1.116) с учетом введенных обозначений: 

Ek = E – E0,   где 

	ܧ ൌ 	݉ܿଶ, (1.117) 

଴ܧ 	ൌ 	݉଴	ܿଶ.                   

Таким образом, кинетическая энергия релятивистской частицы Ek равна 
разности полной энергии E и энергии покоя частицы E0. При скорости движе-
ния v << c уравнение (1.116) переходит в классическое ܧ	௞ ൎ  ଶ/2. Приݒ݉	
скорости, приближающейся к скорости света, инертность тела (частицы) на-
столько возрастает, что дальнейшее увеличение скорости становится невоз-
можным. Этим объясняется недостижимость скорости света. 
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Энергия покоя ܧ଴ ൌ ݉ܿଶ представляет собой внутреннюю энергию  тела 
и включает в себя энергию покоя частиц, из которых состоит тело, кинетиче-
скую энергию частиц, обусловленную их движением относительно центра 
масс, и энергию их взаимодействия друг с другом. 

Согласно Эйнштейну полная энергия тела, из каких бы видов она не 
состояла (кинетической, химической, электрической и т. д.), связана с мас-
сой этого тела соотношением  ܧ ൌ ݉ܿଶ. Связь между полной энергией и ре-
лятивистской массой является фундаментальным законом природы. Изме-
нение энергии тела сопровождается эквивалентным изменением его массы: 
	݉߂ ൌ  ଶ, и наоборот, изменение массы сопровождается изменением егоܿ/	ܧ߂	
энергии: ܧ߂	 ൌ 	 ܿଶ	݉߂. Это закон взаимосвязи релятивистской массы и энер-
гии. Если в классической механике масса тела является мерой инертности  или 
гравитационного действия, то релятивистская масса выступает как мера энер-
госодержания тела. 

Закон взаимосвязи массы и энергии подтвержден экспериментами в 
ядерной физике. Например, при образовании атомного ядра из составляющих 
его нуклонов наблюдается уменьшение массы, которое связано с выделением 
энергии. Выделившейся энергии связи Есв соответствует масса ∆݉	 ൌ 	Есв/ܿଶ, 
называемая дефектом масс. 

Энергия частицы и ее импульс связаны с релятивистской массой соот-
ношениями:	ܧ ൌ ݉ܿଶ и  ݌Ԧ ൌ  Ԧ.  Возведем эти равенства в квадрат, а потомݒ݉
второе уравнение умножим на с2, получим: Е2=m2c4, p2c2=m2v2c2. Вычтем да-
лее из первого уравнения второе: 

Е2- р2с2=m2c4(1-v2/c2)=m0
2c4(1-v2/c2)/(1-v2/c2)=m0

2c4.  (1.118) 

Получили связь энергии с импульсом. Как энергия, так и импульс части-
цы при переходе от одной инерциальной системы отсчета к другой изменяют-
ся. Но, как следует из  выражения (1.118), разность Е2- р2с2 сохраняется во 
всех системах отсчета, т.е. величина  Е2- р2с2 инвариантна к преобразованиям 
Лоренца. 

Из уравнения связи энергии и импульса (1.118)  для релятивистской 

энергии запишем: Е ൌ ඥрଶсଶ ൅ ݉଴
ଶܿସ. Отсюда следует, что релятивистской 

энергией обладают частицы, не имеющие массы покоя (m0=0). Действитель-
но, в настоящее время известны две элементарные частицы – фотон и нейтри-
но, не имеющие массы покоя, но обладающие энергией Е=рс и импульсом 
р=Е/с. 

Релятивистская теория тяготения, удовлетворяющая принципу относи-
тельности  Эйнштейна, развита в общей теории относительности. 
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 20. Космический корабль движется с постоянной скоростью 

ݒ ൌ
ଶସ

ଶହ
 c по направлению к центру Земли. Какое расстояние в системе отсчета, 

связанной с Землей, пройдет корабль за промежуток времени ݐ߂′	 ൌ 	7	c, от-
считанный по корабельным часам? Вращение Земли и ее орбитальное движе-
ние не учитывать. 

 

Дано: 

ݒ ൌ
24
25

	c 

ᇱݐ∆ ൌ 7	c	 

Решение. Если на корабле отсчитан промежу-
ток собственного времени ݐ߂′, то по земным 
часам согласно уравнению (1.112) будет отсчи-
тан промежуток 

ݐ∆ ൌ
∆௧ᇲ

ටଵିቀ
ೡ
೎ቁ
మ
. 

Поэтому ܵ ൌ  , ݐ߂ݒ

S = ? 
 
 

ܵ ൌ
ଶସ

ଶହ

௖∆௧

ටଵିቀ
ೡ
೎ቁ
మ
ൌ

ଶସ

ଶହ

௖∆௧ᇲ

ටଵିቀ
మర
మఱቁ

మ
. 

Здесь 
ܿ ൌ 3 ∙ 10଼

м

с
. 

Ответ: S =72 м. 
 

Задача 21. В ускорителе протоны ускоряются до скоростей, отличаю-
щихся на 0,01% от скорости света. Во сколько раз релятивистская масса таких 
протонов превышает их массу покоя? 
 

Дано: 

ቀ
с െ ݒ
ܿ

ቁ 100% ൌ 0,01% 

Решение. При скоростях движения v, соизме-
римых со скоростью света, масса зависит от 
скорости движения по формуле (1.114): 

                         ݉ ൌ
௠బ

ඥଵିఉమ
,                              (1) 

где β ൌ
௩

େ
 ; ݉଴ – масса покоя. 

 
݉
݉଴

ൌ? 

Так как ቀ
сି௩

௖
ቁ 100% ൌ 0,01% (по условию), то 

1 െ
௩

௖
ൌ 10ିସ,      1 െ ߚ ൌ 10ିସ,       ߚ ൌ 1 െ 10ିସ ൎ 1, 

т.е. мало отличается от единицы. Подкоренное выражение в формуле (1) 
можно представить в виде 
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1 െ ଶߚ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1ߚ ൅ ሻߚ ൎ 2ሺ1 െ  .ሻߚ

Тогда                                        
௠

௠బ
ൎ

ଵ

ଶඥଶሺଵିఉሻ
ൎ 70. 

Ответ: 
௠

௠బ
ൎ

ଵ

ଶඥଶሺଵିఉሻ
ൎ 70. 

 
Задача 22. Из астрономических наблюдений установлено, что количе-

ство энергии, которое приносит на Землю солнечное излучение за 1 с на 
площадку 1 мଶ, перпендикулярную солнечным лучам, составляет около 

1,4 ∙ 10ଷ
Дж

ሺс∙мమሻ
. Какую массу ежесекундно теряет Солнце? 

 
Решение. Суммарная энергия, излучаемая Солнцем 
за 1 с:            ܧ߂	 ൌ 1,4	 ⋅ 10ଷ 	 ⋅ ߨ4	 ⋅ 	ܴଶ	,	
где ܴ	 ൌ 1,49	 ⋅ 10ଵଵм  – расстояние от Земли до 
Солнца. Согласно  (1.117) Солнце  ежесекундно те-

ряет массу:    ∆݉ ൌ
∆ா

௖మ
ൌ 1,4 ∙ 10ଷ

ସగோమ

௖మ
. 

 
Вычисления дают:    ∆݉ ൌ 4,4 ∙ 10ଽ

кг

с
. 

Величина грандиозная с точки зрения земных масштабов, однако по 
сравнению с массой Солнца эта потеря ничтожно мала и составляет    

∆௠

௠
ൌ 2 ∙ 10ିଶଵ— за одну секунду. 

Здесь m – масса Солнца. 

Ответ:   ∆௠
௠
ൌ 2 ∙ 10ିଶଵ. 

 
Задача 23. Какую работу необходимо совершить, чтобы увеличить ско-

рость частицы с массой покоя m0 от 0,6 до 0,8 с? Сравнить полученный ре-
зультат со значением, вычисленным по классической формуле. 
 

Решение. Искомая работа равна изменению 
кинетической энергии: 

ܣ ൌ ௞ଶܧ െ  ,		௞ଵܧ

где      ܧ௞ଵ ൌ ݉଴ܿଶ ቌ
ଵ

ටଵିఉభ
మ
െ 1ቍ, 

௞ଶܧ ൌ ݉଴ܿଶ ቆ
1

ඥ1 െ ଶߚ
ଶ
െ 1ቇ, 

a      ߚଵ ൌ
௩భ
௖
ଶߚ    ;	 ൌ

௩మ
௖
	. 

 
Подставляя данные из условия задачи, получим 

ܧ∆
ܵ
ൌ 1,4 ∙ 10ଷ

Вт
мଶ

 

Дано: 

∆݉
݉

ൌ? 

 

ଵݒ ൌ 0,6	c 
ଶݒ ൌ 0,8 c 

Дано: 

 

 
A=? 
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ܣ ൌ ݉଴ܿଶ ቌ
ଵ

ටଵିఉమ
మ
െ

ଵ

ටଵିఉభ
మ
ቍ ൌ 0,42݉଴ܿଶ.  (1)  

Соответствующая же работа по классической формуле 

ܣ ൌ
௠బ௩మ

మ

ଶ
െ

௠బ௩భ
మ

ଶ
ൌ 0,14݉଴ܿଶ	. (2) 

Из уравнений (1) и (2) видно, что значение работы, рассчитанное по 
формулам релятивистской механики, оказывается в 3 раза больше значения 
работы, которое мы получили бы при расчете по формулам классической ме-
ханики. 
 
  



89 

 
 
 

Глава 6 
МЕХАНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ И ВОЛНЫ 

§ 30. Гармонические колебания 

Колебаниями называются движения или процессы, точно или приблизи-
тельно повторяющиеся во времени. По способу воздействия на колеблющую-
ся систему колебания делятся на свободные (собственные), вынужденные, 
автоколебания и параметрические. 

Свободными называются колебания системы, предоставленной самой се-
бе после того, как она была выведена из положения равновесия, и не подвер-
женной действию переменных внешних сил. 

Вынужденными называются колебания, при которых система подверга-
ется воздействию внешней периодически изменяющейся силы. Если при этом 
система сама управляет внешним воздействием, то такие вынужденные коле-
бания называются автоколебаниями. 

Колебания с периодически меняющимися параметрами называются па-
раметрическими. При колебаниях качелей, например, параметром, опреде-
ляющим свойства колеблющейся системы, может быть расстояние от оси ко-
лебаний до центра инерции системы. Эти колебания можно усилить, 
поднимаясь и приседая в «такт», т.е. меняя положение центра инерции систе-
мы относительно оси колебаний.  

Колебания, при которых колеблющаяся величина изменяется со време-
нем по закону синуса или косинуса, называются гармоническими. 

Любую колебательную систему 
принято называть осциллятором. Рас-
смотрим свободные колебания тела на 
пружине (пружинный маятник). Тело 
массой m, подвешенное на абсолютно 
упругой пружине длиной l (рис. 1.32), 
и жесткостью k способно совершать 
колебания в вертикальной плоскости. 
Допустим, что силы сопротивления 
при колебаниях малы.  

В положении равновесия сила тя-
жести тела ݉ Ԧ݃ уравновешивается си-
лой упругости пружины 	ܨ଴ 	ൌ  .т.е ,݈߂݇	

																							݉݃	 ൌ  (1.119) , ݈߂	݇	
Рис. 1.32 
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где ݈߂ – удлинение пружины после подвески тела. Если внешней силой растя-
нуть пружину на расстояние х, то ее удлинение станет равным ሺх	 ൅ -ሻ. То	݈߂	
гда проекция результирующей силы F на направление х с учетом выражения 
(1.119) будет равна: 

	ܨ             ൌ 	݋ܨ		 െ 	݇ሺ݈߂	 ൅ ሻݔ	 	ൌ 	݈߂݇	 െ 	݇ሺ݈߂	 ൅ ሻݔ	 	ൌ 	െ݇ݔ	(1.120)  . 

Знак минус в уравнении  показывает, что смещение х и сила F, действующая 
на тело, противоположны по направлению. По второму закону Ньютона сила  
F = ma. Приравняв правую часть уравнения  к   ma, получим:   ma = –kx   или 

݉
ௗమ௫

ௗ௧మ
൅ ݔ݇ ൌ 0. (1.121) 

Введем обозначение: отношение   ݇/݉ ൌ ߱଴
ଶ. 

С учетом обозначения уравнение (1.121) примет вид 

ௗమ௫

ௗ௧మ
൅ ߱଴

ଶݔ ൌ 0,  (1.122) 

где ߱଴ – циклическая частота. 
Соотношение (1.122) представляет собой однородное линейное диффе-

ренциальное уравнение второго порядка, решением которого являются урав-
нения вида 

ݔ ൌ ܣ ∙ cosሺ߱଴ݐ ൅ ߮଴ሻ  (1.123) 
или 

ݔ ൌ ܣ ∙ sinሺ߱଴ݐ ൅ ߮଴ሻ, 

где А – амплитуда колебаний (максимальное смещение колеблющегося тела 
от положения равновесия);	ሺ߱଴ݐ ൅ ߮଴ሻ— фаза колебаний; ߮଴— начальная фа-
за в момент времени t =0 . 

Фаза колебаний – это физическая величина, определяющая положение 
колеблющейся системы в данный момент времени. Фаза колебаний измеряет-
ся в радианах (рад).  

Таким образом, колебания пружинного маятника осуществляются по за-
кону синуса или косинуса, т. е. являются гармоническими. 

Различные состояния системы, совершающей гармонические колебания, 
повторяются через промежуток времени Т, называемый периодом колебаний, 
за который фаза колебаний получает приращение 2ߨ, т. е. 

ሾሺ߱଴ሺݐ ൅ ܶሻ ൅ ߮଴ሻ െ ሺ߱଴ݐ ൅ ߮଴ሻሿ ൌ 	.ߨ2
Отсюда 

߱଴ ൌ  (1.124)  .ܶ/ߨ2

Циклическая частота ߱଴ – есть физическая величина, определяющая 
число колебаний, происходящих за 2ߨсекунд. Здесь Т – период колебаний. 
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Величина, обратная периоду: v = 1/T, называется частотой колебаний 
(число колебаний, совершаемых в единицу времени). 

Период колебаний измеряется в секундах (с), а частота – в герцах: 

(1 Гц = 1/с = 1cିଵ). 

В дальнейшем при исследовании гармонических колебаний будем  поль-
зоваться уравнением (1.122), используя функцию косинуса. 

Скорость колеблющегося тела находится как первая производная сме-
щения х (1.123) по времени t: 

ݒ                  ൌ
ௗ௫

ௗ௧
ൌ െ߱ܣ଴ sinሺ߱଴ݐ ൅ ߮଴ሻ ൌ ଴߱ܣ cos ቀ߱଴ݐ ൅ ߮଴ ൅

గ

ଶ
ቁ , (1.125) 

а ускорение – как вторая производная смещения по времени: 

ܽ ൌ
݀ଶݔ
ଶݐ݀

ൌ
ݒ݀
ݐ݀

ൌ െ߱ܣ଴
ଶ ∙ cosሺ߱଴ݐ ൅ ߮଴ሻ ൌ 

ൌ ଴߱ܣ
ଶ ∙ cosሺ߱଴ݐ ൅ ߮଴ ൅ ሻߨ ൌ െ߱଴(1.126)   .ݔ 

Зависимости х, v и а от времени t 
графически представлены на рис.1.33. 
Из уравнений (1.123), (1.125) и (1.126) 
следует, что скорость и ускорение из-
меняются также по гармоническому 
закону и с той же циклической часто-
той ߱଴, фаза скорости колебаний от-
личается от фазы смещения на /ߨ	2 , а 
фаза ускорения – на ߨ.  

Для определения энергии колеб-
лющейся системы воспользуемся вы-
ражениями для потенциальной энергии деформированной пружины (1.56) и 
кинетической энергии движущегося груза (1.58): 

௣ܧ ൌ ଶ/2ݔ݇ ൌ ݇ ∙ ݐଶcosଶሺ߱଴ܣ ൅ ߮଴ሻ/2, (1.127) 

кܧ ൌ ଶ/2ݒ݉ ൌ ݉߱଴ ∙ ݐଶsinଶሺ߱଴ܣ ൅ ߮଴ሻ/2 . (1.128) 

Суммируя уравнения (1.127) и (1.128) и учитывая выражение ߱଴
ଶ ൌ ݇/݉, 

найдем полную энергию системы: 

ܧ ൌ ௣ܧ ൅ ௞ܧ ൌ ଶ݉߱଴ܣ
ଶ/2.  (1.129) 

Из формулы (1.129) следует, что полная механическая энергия не изме-
няется при свободных гармонических колебаниях. 

Рис. 1.33 
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§ 31. Физический и математический маятники 

Физическим маятником называется твердое тело, имеющее ось враще-
ния, не проходящую через центр масс. На рис. 1.34 изображен физический 
маятник, отклоненный на угол a от положения равновесия. 

Разложим силу тяжести маятника ݉ Ԧ݃ на составляющие ܨଵሬሬሬԦ  и  ܨଶ	.ሬሬሬሬሬሬԦ 
Сила ܨଵሬሬሬԦ 	ൌ 	݉݃	sinߙ			создает вращательный момент 

	ܯ ൌ 	ଵ݈ܨ	 ൌ 	െ݈݉݃	sinߙ	 ൎ 	െ݈݉݃ߙ		(1.130)   , 

стремящийся вернуть маятник в положение равновесия. 
Знак минус в выражении (1.130) показы-

вает, что смещение и сила противоположны по 
направлению. При малых углах отклонений 
sinߙ	 ൎ  .	ߙ

Согласно уравнениям (1.28) и (1.92) для 

углового ускорения ߝ запишем:  ߝ ൌ ௗమఈ

ௗ௧మ
 и 

ߝ ൌ       или   ,ܬ/ܯ

                           
ௗమఈ

ௗ௧మ
ൌ ெ

௃
, (1.131) 

где ܬ – момент инерции маятника относительно 
оси вращения.         

Из выражений (1.130) и (1.131) получим дифференциальное уравне-
ние колебаний физического маятника при малых отклонениях его от положе-
ния равновесия: 

݀ଶߙ
ଶݐ݀

൅
݈݉݃
ܬ

ߙ ൌ 0 

или 
݀ଶߙ
ଶݐ݀

൅ ߱଴
ଶߙ ൌ 0, 

где ߱଴
ଶ ൌ ௠௚௟

௃
	–	циклическая частота колебаний маятника. 

Так как согласно (1.124) ߱଴ ൌ
ଶగ

்
, то период колебаний физического ма-

ятника 
ܶ ൌ  ሺ݈݉݃ሻ.  (1.132)/ܬඥߨ2

Таким образом, при малых углах отклонений физический маятник совер-
шает гармонические колебания с периодом, определяемым формулой (1.132). 

Рис. 1.34 
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Математическим маятником называется материальная точка, подве-
шенная на невесомой и нерастяжимой нити. Пусть масса точки m, а длина 
нити ݈. Используя уравнение (1.132), найдем период колебаний  ெܶ математи-
ческого маятника: 

     ெܶ ൌ ඥ݈݉ଶ/ሺ݈݉݃ሻߨ2 ൌ  ඥ݈/݃. (1.133)ߨ2

Приведенной длиной  ݈пр физического маятника называется длина такого 
математического маятника, период колебаний которого равен периоду коле-
баний данного физического маятника. Из сопоставления формул (1.132) и 
(1.133) для приведенной длины можно получить выражение: ݈пр ൌ  .ሺ݈݉ሻ/ܬ

Точку ܱᇱሺрис. 1.34), отстоящую от оси вращения на расстоянии приве-
денной длины, называют центром качания физического маятника. При пере-
носе оси вращения в центр качания период колебаний физического маятника 
не изменяется. 

§ 32. Сложение гармонических колебаний одного направления 

Сложение колебаний выполним с помощью векторной диаграммы. 
Пусть вектор ܣԦ  равномерно вращается с угловой скоростью ߱଴	относи-

тельно точки о (рис. 1.35,а), при этом угол ߮ между осью ох и вектором не-
прерывно изменяется со временем: 

	߮ ൌ ߱଴	ݐ	 ൅ ߮଴	,	

где ߮଴ – начальный угол при t =0 . 
При вращении проекция конца вектора ܣԦ на ось ох совершает гармони-

ческие колебания:   ݔ	 ൌ ܣ	 cosሺ߱଴ݐ ൅ ߮଴ሻ,	при которых модуль вектора หܣԦห 
является амплитудой, угловая скорость вращения ߱଴— циклической часто-
той, а угол ߮଴— начальной фазой колебаний. 

Рассмотрим несколько случаев сложения двух гармонических колебаний. 

 
Рис. 1.35 

а) б)
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1. Складываемые колебания имеют амплитуды A1 и A2, циклические час-
тоты одинаковы ߱଴ଵ ൌ ߱଴ଶ ൌ ߱଴,  а начальные фазы равны ߮ଵ и ߮ଶ	соответст-
венно: 

ଵݔ ൌ ଵܣ cosሺ߱଴ݐ ൅ ߮ଵሻ, 

ଶݔ ൌ ଶܣ cosሺ߱଴ݐ ൅ ߮ଶሻ. 

     Используя векторную диаграмму, в результате сложения получим гармо-
нические колебания, описываемые уравнением 

ݔ ൌ ଵݔ ൅ ଶݔ ൌ ܣ cosሺ߱଴ݐ ൅ ߮ሻ, (1.134) 
где 

ܣ ൌ ටܣଵ
ଶ ൅ ଶܣ

ଶ ൅ ሺ߮ଶ	ଶcosܣଵܣ2 െ ߮ଵሻ, 

߮݃ݐ ൌ
ܥܣ
ܥܱ

ൌ
ଵܣ sin߮ଵ ൅ ଶܣ sin߮ଶ
ଵܣ cos߮ଵ ൅ܣଶ cos߮ଶ

 

определяются из векторной диаграммы (рис.1.35,б).  
а) Пусть ሺ߮ଶ െ ߮ଵሻ ൌ  где ݇ = 0, 1, 2, 3, …, т. е. разность начальных ,ߨ2݇

фаз складываемых колебаний равна нулю или кратна 2ߨ. 
Тогда ܣ ൌ ଵܣ ൅ ߮݃ݐ    , ଶܣ ൌ ଵ߮݃ݐ ൌ  .ଶ߮݃ݐ
Результирующие колебания будут происходить с амплитудой, равной 

сумме амплитуд складываемых колебаний, и начальной фазой, равной на-
чальной фазе любого из складываемых колебаний. 

б) Пустьሺ߮ଶ െ ߮ଵሻ ൌ ሺ2݇ ൅ 1ሻߨ, где k = 0,1, 2, 3,..., а  |ܣଶ| ൐      ଵ|. Тогдаܣ|
ܣ ൌ ଶܣ| െ ,|ଵܣ ߮݃ݐ ൌ  .ଶ߮݃ݐ

Амплитуда результирующих колебаний будет равна разности амплитуд 
складываемых колебаний и направлена в сторону большей амплитуды, а на-
чальная фаза равна начальной фазе того из колебаний, амплитуда которого 
больше. 

2. Складываются два колебания, циклические частоты которых ߱଴ଵ ്	
് ߱଴ଶ,  но разность частот ∆߱଴ ൌ ߱଴ଶ െ ߱଴ଵ	очень мала по сравнению с  ߱଴ଵ 
и  ߱଴ଶ: 

ଵݔ ൌ  ,ݐcos߱଴ଵܣ

ଶݔ ൌ  .ݐcos߱଴ଶܣ

В результате сложения получим колебания, называемые биениями: 

ݔ ൌ ଵݔ ൅ ଶݔ ൌ ݐcos߱଴ଵܣ ൅ ݐcos߱଴ଶܣ ൌ ݏ݋ܿܣ2
߱଴ଶ െ ߱଴ଵ

2
ݐ ൉ ݏ݋ܿ

߱଴ଶ ൅ ߱଴ଵ

2
 ݐ

или 
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ݔ ൌ  (1.135)  ,ݐрезcos߱резܣ
где 

резܣ ൌ ቚ2ݏ݋ܿܣ
߱଴ଶ െ ߱଴ଵ

2
ቚݐ , 		߱рез ൌ

߱଴ଶ ൅ ߱଴ଵ

2
. 

 
Результирующие колеба-

ния можно рассматривать как 
приблизительно гармониче-
ские с средней частотой 		߱рез 
и амплитудой ܣрез , медленно 
меняющейся по гармониче-
скому закону (рис. 1.36). 
Сплошной линией на рис.1.36 
изображены результирующие 
колебания, а пунктирной ли-
нией – медленно изменяющиеся со временем амплитуды колебаний. 

Частота биений тем меньше, чем меньше разность ߱߂଴	, поэтому наблю-
дение биений позволяет с большой точностью определять равенство частот 
двух колебаний в момент, когда частота биений падает до нуля. В таком виде 
метод биений используется для настройки музыкальных инструментов с по-
мощью камертона. 

§ 33. Сложение взаимно перпендикулярных колебаний 

Рассмотрим случай, когда материальная точка одновременно участвует в 
двух взаимно перпендикулярных колебаниях, имеющих одинаковую цикличе-
скую частоту ω0. 

Пусть одно колебание происходит вдоль оси ox, а другое – вдоль оси oy: 

ݔ ൌ ଵܣ cosሺ߱଴ ݐ ൅ ߮ଵሻ, (1.136) 

ݕ					 ൌ ଶܣ cosሺ߱଴ ݐ ൅ ߮ଶሻ. 

Определим уравнение траектории точки, исключив из (1.136) время t. 
Для этого запишем уравнения (1.136) в виде 

௫

		஺భ
ൌ cos߱଴ݐ cos߮ଵ െ sin߱଴ݐ sin߮ଵ , (1.137)  

௬

஺మ
ൌ cos߱଴ݐ cos߮ଶ െ sin߱଴ݐ sin߮ଶ . (1.138) 

Умножим (1.137) на cos߮ଶ, а  (1.138) на cos߮ଵ и вычтем из первого 
уравнения второе: 

Рис. 1.36
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௫

஺భ
cos߮ଶ െ

௬

஺మ
cos߮ଵ ൌ sin߱଴ݐ sinሺ߮ଶ െ ߮ଵሻ.  (1.139) 

Умножим далее (1.137) на sin߮ଶ, а (1.138) на sin߮ଵ и вычтем из первого 
уравнения второе: 

௫

஺భ
sin߮ଶ െ

௬

஺మ
sin߮ଵ ൌ cos߱଴ݐ sinሺ߮ଶ െ ߮ଵሻ. (1.140) 

Возведя в квадрат уравнения (1.139) и (1.140) и сложив их, получим 
уравнение траектории материальной точки, представляющей собой эллипс: 

  
௫మ

஺భ
మ െ 2

௫௬

஺భ஺మ
cosሺ߮ଶ െ ߮ଵሻ ൅

௬మ

஺మ
మ ൌ sinଶሺ߮ଶ െ ߮ଵሻ	. (1.141) 

Ориентация осей эллипса относительно координат х и у зависит от ам-
плитуд  Аଵ и Аଶ и разности фаз ሺ߮ଶ െ ߮ଵሻ. 

Рассмотрим несколько частных случаев. 
1. Разность начальных фаз складываемых колебаний равна нулю или 

кратна четному числу	ߨ ∶ 
ሺ߮ଶ െ ߮ଵሻ ൌ  :где k = 0, 1, 2, 3, ... …После подстановки в (1.141) получим ,ߨ2݇
௫

஺భ
െ

௬

஺మ
ൌ 0       или         

௫

஺భ
ൌ

௬

஺మ
, 

ܣ ൌ ඥܣଵ
ଶ ൅ ଶܣ

ଶ,   ߮݃ݐ ൌ
஺మ
஺భ

 . (1.142) 

Точка будет совершать гармонические колебания, направленные вдоль 
прямой, лежащей в первой и третьей четвертях (рис.1.37,а), амплитуда и на-
чальная фаза которых определяются выражениями  (1.142).  

2. Разность начальных фаз складываемых колебаний кратна нечетному 
числу ߨ:   ሺ߮ଶ െ ߮ଵሻ ൌ ሺ2݇ ൅ 1ሻߨ, где k = 0, 1, 2, 3, ... … 

Из уравнения (1.141) получим 

ݔ
ଵܣ

൅
ݕ
ଶܣ

ൌ 0 

или 
ݔ
ଵܣ

ൌ െ
ݕ
ଶܣ
, 

ܣ ൌ ඥܣଵ
ଶ ൅ ଶܣ

ଶ,   ߮݃ݐ ൌ
஺మ
஺భ

 . 

Колебания точки будут совершаться вдоль прямой, лежащей во второй и 
четвертой четвертях (рис.1.37,б). 

Изображенные на рис.1.37 колебания называются линейно поляризован-
ными. 
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Рис. 1.37 
 

3. Если разность фаз складываемых колебаний  ሺ߮ଶ െ ߮ଵሻ ൌ ሺ2݇ ൅ 1ሻ2/ߨ,  
где k = 0, 1, 2, 3…, а амплитуды одинаковы: ܣଵ ൌ ଶܣ ൌ  то уравнением ,	ܣ
движения точки будет окружность с радиусом, равным амплитуде А склады-
ваемых колебаний:		ݔଶ ൅ ଶݕ ൌ  ଶ.   Такие колебания называются циркулярноܣ
поляризованными. 

В результате сложения взаимно перпендикулярных колебаний с разными 
циклическими частотами 

ݔ ൌ ଵܣ cosሺ߱݌଴ݐ ൅ ߮ଵሻ, 

ݕ ൌ ݐሺ݃߱଴	ଶcosܣ ൅ ߮ଶሻ 

траекториями точек являются сложные замкнутые кривые, получившие на-
звание кривых Лиссажу. 

На рис. 1.38 показаны фигуры Лиссажу для некоторых частных случаев. 
 

 
 

Рис. 1.38 
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§ 34. Затухающие колебания 

В реальных условиях на колеблющуюся систему действуют силы сопро-
тивления (трение, например) и колебания со временем затухают. 

При небольших скоростях движения сила сопротивления Fc прямо про-
порциональна скорости v и направлена в сторону, противоположную движе-
нию: 

௖ܨ ൌ െݒݎ ൌ െݎ
ݔ݀
ݐ݀
	. 

С учетом силы сопротивления дифференциальное уравнение колебаний 
пружинного маятника примет вид 

݀ଶݔ
ଶݐ݀

൅
ݎ
݉
∙
ݔ݀
ݐ݀

൅
݇
݉
ݔ ൌ 0 

или 
ௗమ௫

ௗ௧మ
൅ ߚ2 ∙

ௗ௫

ௗ௧
൅ ߱଴

ଶݔ ൌ 0, ሺ1.143ሻ 

где r – коэффициент сопротивления; ߚ	 ൌ  .ሺ2݉ሻ— коэффициент затухания/	ݎ	
Уравнение (1.143) можно привести к уравнению свободных гармониче-

ских колебаний (1.123), применив подстановку:   	ݔ ൌ  :ఉ௧ି݁ݖ

ௗమ௭

ௗ௧మ
൅ ሺ߱଴

ଶ െ ݖଶሻߚ ൌ 0.  (1.144) 

Введем обозначение:  
߱଴
ଶ െ ଶߚ ൌ ߱ଶ. (1.145) 

Тогда (1.145) примет вид 

 
ௗమ௭

ௗ௧మ
൅ ߱ଶݖ ൌ 0.  (1.146) 

Уравнение (1.146) имеет решение при   ߚଶ ≪ ߱଴
ଶ: 

z=Acosሺ߱ݐ ൅ ߮ሻ, где А и φ  – постоянные интегрирования.  
Перейдем к переменной x: 

ݔ ൌ ఉ௧ି݁ܣ cosሺ߱ݐ ൅ ߮ሻ ൌ ௧ܣ cosሺ߱ݐ ൅ ߮ሻ,   (1.147) 

где  ߱ ൌ ඥ߱଴
ଶ െ ௧ܣ ;ଶ— циклическая частотаߚ ൌ -ఉ௧ – амплитуда затухаюି݁ܣ

щих колебаний; А – начальная амплитуда. 
На рис.1.39 показана зависимость (1.147). 

Период затухающих колебаний     ܶ ൌ ߱/ߨ2 ൌ ඥ߱଴/ߨ2
ଶ െ  .ଶߚ
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Натуральный логарифм отношения 
амплитуд двух последовательных колеба-
ний, отличающихся по времени на один 
период, называется логарифмическим дек-
рементом затухания: 

ߜ ൌ ln
௧ܣ

ሺ௧ା்ሻܣ
ൌ ln

ఉ௧ି݁ܣ

ఉሺ௧ା்ሻି݁ܣ
ൌ lneఉ் ൌ  .ܶߚ

Пусть ߬— время, в течение которого 
амплитуда колебаний уменьшается в ݁ раз 
(время релаксации). Тогда  

	lne ൌ ߚ а ,1=߬ߚ  или  ߬ߚ ൌ 1/߬. 

Таким образом, коэффициент затухания ߚ— это физическая величина, 
обратная промежутку времени, в течение которого амплитуда колебаний 
уменьшается в ݁ раз. Здесь e – основание натурального логарифма. 

Логарифмический декремент затухания ߜ— это физическая величина, 
обратная числу колебания N, совершаемых системой за время уменьшения 
амплитуды в e раз: 

	ߜ ൌ 	ܶߚ	 ൌ 	ܶ	/߬	 ൌ 1/	ܰ. 

§ 35. Вынужденные колебания 

Колебания пружинного маятника будут незатухающими, если на него 
воздействовать внешней вынуждающей силой F, изменяющейся, например, 
по гармоническому закону: 

ܨ ൌ  ,ݐ଴cos߱ܨ

где  ߱— частота вынуждающей силы; ܨ଴ – максимальное значение вынуж-
дающей силы. 

Применяя второй закон Ньютона, запишем: 

݉ܽ ൅ ݒݎ ൅ ݔ݇ ൌ  ,	ݐ଴cos߱ܨ

откуда получим дифференциальное уравнение вынужденных колебаний: 

ௗమ௫

ௗ௧మ
൅ ߚ2

ௗ௫

ௗ௧
൅ ߱଴

ଶݔ ൌ
ிబ
௠
cos߱(1.148) ,ݐ 

где ߚ ൌ коэффициент затухания; ߱଴	–	ሺ2݉ሻ/ݎ ൌ ඥ݇/݉ – собственная цикли-
ческая частота. 

Рис. 1.39 
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Выражение (1.148) является линейным неоднородным дифференциаль-
ным уравнением второго порядка. Решение данного уравнения состоит из 
двух слагаемых: общего решения   однородного уравнения (1.143), играющего 
существенную роль только в начальной стадии при установлении колебаний, 
и частного решения данного неоднородного уравнения  (1.148). 

Будем искать частное решение уравнения (1.148) в виде 

ݔ ൌ ܣ cosሺ߱ݐ ൅ ߮ሻ		 (1.149) 

с  неизвестными заранее амплитудой ܣ и сдвигом фаз ߮. 
Продифференцируем (1.149) дважды по времени и подставим найденные 

значения ݔ, 
ௗ௫

ௗ௧
 и 

ௗమ௫

ௗ௧మ
 в дифференциальное уравнение (1.148). Воспользовав-

шись тригонометрическими тождествами для синуса и косинуса суммы, по-
лучим 

െ݉߱ଶܣሺcos߱ݐ cos߮ െ sin߱ݐ sin߮ሻ ൌ 

ൌ	െ݇ܣሺcos߱ݐ cos߮ െ sin߱ݐ sin߮ሻ ൅ ݐሺcos߱ܣ߱ݎ sin߮ ൅ sin߱ݐ cos߮ሻ ൅ 

൅ܨ଴ cos߱ݐ. 

Приравнивая друг другу коэффициенты, стоящие в обеих частях равен-
ства при синусе и, соответственно, при косинусе, получим два уравнения, из 
которых определяется амплитуда ܣ и сдвиг фаз ߮: 

	ݔ ൌ ݐcosሺ߱ܣ	 ൅ 	߮ሻ,  (1.150) 

где амплитуда колебаний A и сдвиг фаз ߮ равны: 

ܣ ൌ /଴ܨ ቀ݉ඥሺ߱଴
ଶ െ ߱ଶሻଶ ൅  ଶ߱ଶቁ, (1.151)ߚ4

߮݃ݐ  ൌ െ2߱ߚ/ሺ߱଴
ଶ െ ߱ଶሻ. 

Вынужденные колебания отстают по фазе на угол ߮ от вынуждающей 
силы. 

Найдем условие, при котором амплитуда колебаний А имеет максималь-
ное значение, т. е. определим максимум функции (1.151) (минимум ее подко-
ренного выражения): 

݀
݀߱

ሾሺ߱଴
ଶ െ ߱ଶሻଶ ൅ ଶ߱ଶሿߚ4 ൌ 0. 

После дифференцирования данного уравнения получим 

߱ଶ െ ߱଴
ଶ ൅ ଶߚ2 ൌ 0, 
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откуда 

߱ ൌ േට߱଴
ଶ െ  .ଶߚ2

Частота колебаний ω не имеет отрицательных значений, тогда для резо-
нансной частоты, при которой амплитуда колебаний достигает максимума, 
имеем выражение 

߱рез ൌ ඥ߱଴
ଶ െ  ଶ .  (1.152)ߚ2

Явление возрастания амплитуды вынужденных колебаний при прибли-
жении частоты вынуждающей силы ω  к резонансной частоте ߱рез называется 
механическим резонансом. 

Подставляя выражение (1.152) в уравнение (1.151), найдем резонансную 
амплитуду: 

резܣ ൌ ට߱଴ߚ଴/ቆ2݉ܨ
ଶ െ  .ଶቇߚ

На рис.1.40 показаны резонансные 
кривые при ߚଵ ൏ ଶߚ ൏  :ଷߚ
1) если ߱ ൌ 0 , то ܣ ൌ ଴/ሺ݉߱଴ܨ

ଶሻ; 
2) если ߚ ൌ 0 и ߱ ൌ ߱଴, то амплитуда 
бесконечно возрастает; 
3) при ߱ → ∞	амплитуда колебаний 
стремится к нулю; 
4) с увеличением коэффициента зату-
хания ߚ амплитуда колебаний умень-
шается.  

Вынужденные колебания и резонанс широко используются в электро-
технике, акустике, радиотехнике и других областях. Однако в ряде случаев 
резонанс-явление нежелательное, так как приводит к большим деформациям и 
разрушениям конструкций.  

§ 36. Механические волны в упругой среде 

Механические колебания могут распространяться в упругих средах: в 
твердых телах,  жидкостях и газах. 

Волной называется распространение колебаний вещества или поля, про-
исходящее периодически в пространстве и во времени. 

Рис. 1.40 
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При волновом процессе передается состояние колебаний, перенос энер-
гии осуществляется без переноса вещества. 

Сплошной называется среда, в которой вещество распределено непре-
рывно. В упругой среде распространяются упругие колебания, образуя упру-
гие волны: поперечные или продольные. 

Гармонической называется волна, в которой изменение состояния колеб-
лющейся системы происходит по закону синуса или косинуса. 

Если в упругой сплошной среде возбудить колебания ее частиц, то 
вследствие взаимодействия между частицами колебания будут передаваться 
от одной частицы к другой с некоторой скоростью v. Такая волна называется 
бегущей. При этом частицы среды не вовлекаются волной в поступательное 
движение, а совершают колебания около своих положений равновесия. В по-
перечной волне частицы колеблются в направлении, перпендикулярном к на-
правлению распространения волны. Скорость распространения поперечной 
волны определяется по формуле 

пݒ ൌ 	ඥߩ/ܩ	, 

где G – модуль сдвига; ߩ – плотность среды. 
В продольной волне частицы вещества колеблются вдоль направления 

распространения волны. Скорость распространения продольной волны рас-
считывается по формуле 

прݒ ൌ 	ඥߩ/ܧ	, 

где Е – модуль Юнга. 
На рис. 1.41 показана кривая 

смещения s из положения равнове-
сия точек с различными значениями 
координаты x в некоторый момент 
времени t.  

Физическая величина, равная 
расстоянию между двумя ближай-
шими частицами, колеблющимися в 
одинаковой фазе, называется длиной 
волны. Длина волны равна расстоянию, на которое распространяется волна за 
время, равное периоду Т, т. е.   ߣ	 ൌ 	ܶݒ	 ൌ  .где ν– частота колебаний , 	ߥ/ݒ	

Волновой поверхностью называется геометрическое место точек, колеб-
лющихся в одинаковой фазе. По форме волновой поверхности волны подраз-
деляются на плоские, сферические и цилиндрические. 

Волновой фронт – это геометрическое место точек, до которых доходят 
колебания в данный момент времени. 

Рис. 1.41 



103 

§37. Уравнение плоской бегущей волны.  
Волновое уравнение 

Рассмотрим бегущую волну, у которой колебания точек в плоскости 
х = 0 имеют вид  ݏ଴ ൌ ݐcosሺ߱ܣ ൅ ߮ሻ.	 Пусть ߬— время, за которое колебания 
дойдут до плоскости, где расположена точка В (рис.1.41ሻ:	߬ ൌ  Колебания .ݒ/ݔ	
частиц в точке В будут отставать по времени на величину ߬ от колебаний в 
плоскости х=0 и, следовательно: 

௫ݏ ൌ ݐcosሾ߱ሺܣ െ ߬ሻ ൅ ߮ሿ.  (1.153) 

Если волна распространяется в сторону, противоположную х, то уравне-
ние запишется в виде  

௫ݏ ൌ ݐcosሾ߱ሺܣ ൅ ߬ሻ ൅ ߮ሿ. 

Заменив в  (1.153)  ߬		на ݒ/ݔ, получим уравнение  плоской бегущей вол-
ны: 

௫ݏ ൌ cosሾ߱ܣ ቀݐ ∓
௫

௩
ቁ ൅ ߮ሿ.  (1.154) 

Уравнение бегущей волны принято также записывать с использованием 
волнового числа ݇	 ൌ -ω/v. Тогда урав = (vT)/ ߨ	vT, то k = 2 =ߣ Так как .ߣ/ߨ2	
нение (1.154) примет вид 

௫ݏ ൌ ݐcosሺ߱ܣ ∓ ݔ݇ ൅ ߮ሻ.  (1.155) 

Допустим, что фаза волны постоянна, т. е. 

ሾ߱ ቀݐ െ
௫

௩
ቁ ൅ ߮ሿ ൌ const.  (1.156) 

Дифференцируя по времени выражение (1.156), получим 

ݐ݀ െ
ௗ௫

௩
ൌ 0,         откуда        ݀ݐ ൌ

ௗ௫

௩
, ݒ ൌ

ௗ௫

ௗ௧
. 

Таким образом, скорость распространения волны v есть скорость пере-
мещения фазы волны. Поэтому ее называют фазовой скоростью. Скорость 
волны определяется физическими свойствами среды, в которой она распро-
страняется. Если имеется зависимость скорости волны от частоты (явление 
называется дисперсией волн), то фазовые скорости волн неодинаковы. 

Дифференцируя дважды уравнение (1.154) – по времени t и по координа-
те x, имеем: 

డమ௦

డ௧మ
ൌ െ߱ଶ(1.157) ,ݏ 
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డమ௦

డ௫మ
ൌ െ݇ଶ(1.158)  .ݏ 

Выразив s из уравнения (1.157) и подставив его в (1.158) с учетом выра-
жения k = ω/v, получим волновое уравнение: 
 

డమ௦

డ௫మ
ൌ

ଵ

௩మ
డమ௦

డ௧మ
.  (1.159) 

 
В уравнении (1.159)  s – физическая величина, которая характеризует 

возмущение, распространяющееся со скоростью v. 
В общем случае, когда смещение s является функцией х, у, z и t, волновое 

уравнение (1.159) имеет вид 

ݏ∆ ൌ
ଵ

௏మ
డమ௦

డ௧మ
,   (1.160) 

где ∆ൌ
డ

డ௫మ
൅

డ

డ௬మ
൅

డ

డ௭మ
	–	оператор П. Лапласа1. 

§ 38. Стоячие волны 

Стоячие волны образуются при наложении двух бегущих навстречу друг 
другу волн, имеющих одинаковые частоты и амплитуды: 
 

ଵݏ ൌ ݐcosሺ߱ܣ െ  ,ሻݔ݇

ଶݏ																						 ൌ ݐcosሺ߱ܣ ൅  ሻ.  (1.161)ݔ݇

Сложив уравнения (1.161) и учиты-
вая, что ݇	 ൌ  получим уравнение ,ߣ/ߨ2	
стоячей волны: 

ݏ         ൌ ଵݏ ൅ ଶݏ ൌ ݐcos߱ݔcos݇ܣ2 ൌ	
																ൌ  (1.162) 	.ݐሻcos߱ߣ/	ݔߨcosሺ2ܣ2	

Из уравнения (1.162) следует, что колебания в стоячей волне имеют ту 
же частоту ߱,		а амплитуда ܣст изменяется по гармоническому закону и явля-
ется функцией координаты x: 

стܣ ൌ ܣ2 cosሺ2ߣ/ݔߨሻ. 

                                                            
1 Пьер Симон Лаплас (1749–1827) – французский ученый. 

Рис. 1.42 
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Амплитуда ܣст достигает максимальных значений в точках, имеющих  
координаты: 

ଶగ௫

ఒ
ൌ േ݉ߨ, (m =0,1, 2, ...), (1.163) 

которые называются пучностями стоячей волны (рис. 1.42).  
В точках пространства, имеющих координаты 

ଶగ௫

ఒ
ൌ േቀ݉ ൅

ଵ

ଶ
ቁ  (1.164)  ,ߨ

амплитуда минимальна. Эти точки называются узлами стоячей волны. Из со-
поставления выражений (1.163) и (1.164) следует, что расстояние между со-
седними узлами и соседними пучностями одинаковы и равны λ/2. 

§ 39. Энергия и интенсивность волны 

Предположим, что плоская волна распространяется в упругой среде в 
направлении оси х. Согласно формуле (1.155) запишем уравнение волны: 

	ݏ ൌ 	ݐcosሺ߱ܣ	 െ 	ݔ݇	 ൅ ߮	ሻ.	

Выделим в колеблющейся среде элементарный объем dV и найдем кине-
тическую энергию, которой он обладает: 

௞ܧ݀ ൌ ݀݉
௩మ

ଶ
ൌ

ௗ௠

ଶ
ଶ߱ଶܣ sinଶሺ߱ݐ	 െ 	ݔ݇	 ൅ ߮	ሻ, (1.165) 

где 

	ݒ	 ൌ 	
ݏ݀
ݐ݀
	ൌ 	െ߱ܣ	݊݅ݏሺ߱	ݐ	 െ 	ݔ݇	 ൅ 	߮ሻ.				

Так как элементарная масса объема ݀݉	 ൌ  то из уравнения (1.165) ,ܸ݀ߩ
получим 

௞ܧ݀ ൌ
1
2
ଶ߱ଶܸ݀ܣߩ sinଶሺ߱ݐ	 െ 	ݔ݇	 ൅ ߮	ሻ, 

где ߩ – плотность вещества среды. 
Если в выделенном объеме действуют только напряжения растяжения–

сжатия, то величина потенциальной энергии  ݀ܧ௣	будет равна кинетической 
энергии ݀ܧ௞, т. е. 	݀ܧ௣ ൌ  :௞. Тогда для потенциальной энергии запишемܧ݀	

௣ܧ݀ ൌ
1
2
ଶ߱ଶܸ݀ܣߩ sinଶሺ߱ݐ	 െ 	ݔ݇	 ൅ ߮	ሻ. 

Полная энергия 
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ܧ݀ ൌ ௣ܧ݀ ൅ ௞ܧ݀	 ൌ ଶ߱ଶܸ݀ܣߩ sinଶሺ߱ݐ	– 	ݔ݇	 ൅ ߮	ሻ. 

Отношение ݀ܧ/ܸ݀ называется плотностью энергии: 

ݑ ൌ
ௗா

ௗ௏
ൌ ଶ߱ଶܣߩ sinଶሺ߱ݐ	 െ 	ݔ݇	 ൅ ߮	ሻ.  (1.166) 

В СИ плотность энергии измеряется в джоулях на метр в кубе (Дж/м3). 
Из формулы (1.166) следует, что плотность энергии в разных точках сре-

ды в каждый момент времени различна. Среднее по времени значение плот-
ности энергии равно 

〈ݑ〉 ൌ
ଵ

ଶ
 ଶ߱ଶ, (1.167)ܣߩ

так как среднее значение 

sinଶሺ߱ݐ	 െ 	ݔ݇	 ൅ ߮	ሻ ൌ
1
2
. 

Потоком энергии Ф называется скалярная величина, равная количеству 
энергии, переносимому волной через выделенную поверхность в единицу 
времени: 

Ф ൌ  (1.168)  .ݐ݀/	ܧ݀

В системе СИ поток энергии измеряется в ваттах (Вт). 
Плотностью потока энергии волны ଔԦ	называется векторная величина, 

равная потоку энергии, переносимому через единичную площадку перпенди-
кулярно направлению распространения волны: 

|	ଔԦ| ൌ
ௗФ

ௗௌ
ൌ

ௗா

ௗௌௗ௧
. (1.169) 

Вектор  ଔԦ	направлен в сторону переноса энергии. В системе CИ плот-
ность потока энергии измеряется в ваттах на квадратный метр (Вт/м2). 

Среднее по времени значение плотности потока энергии называется ин-
тенсивностью волны в данной точке среды. 

Пусть плоская волна распространяется со скоростью v. Выделим на  пути 
распространения волны элементарную площадку dS, перпендикулярную на-
правлению распространения волны и отстоящую от фронта волны на расстоя-
нии, равном длине волны λ. Найдем среднее значение плотности потока энер-
гии через выделенную площадку: 

|〈ଔԦ〉| ൌ
ௗா

ௗௌௗ௧
ൌ

〈௨〉∙ௗ௏

ௗௌ∙ௗ௧
ൌ

〈௨〉∙ௗௌ∙ఒ

ௗௌ∙்
ൌ  (1.170) ,ݒ〈ݑ〉

где Т – период колебаний. 
Выражение (1.170), записанное в векторной форме: 
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|〈ଔԦ〉| ൌ  Ԧ, (1.171)ݒ〈ݑ〉

называют уравнением Н. Умова1. 
Формула (1.171) справедлива для плоских, сферических и цилиндриче-

ских волн. 

§ 40. Звуковые волны 

Звуковыми волнами (звуком) называют упругие волны, распространяю-
щиеся в средах и имеющие частоту в пределах от 20 до 20000 Гц. Если часто-
та упругих волн меньше 20 Гц, то такие волны называют инфразвуком, если 
больше 20 кГц, то – ультразвуком. Инфра- и ультразвуки человеческое ухо не 
слышит. Звуковая волна, распространяясь в среде, переносит энергию.  
Интенсивностью звука ܫ называется физическая величина, равная средней 
энергии, переносимой звуковой волной за единицу времени сквозь единицу 
площади поверхности, расположенной нормально к направлению распростра-
нения волны: 

ܫ							 ൌ  ሻ,   (1.172)ݐሺܵ/ܧ

где Е – средняя по времени величина энергии волны; S – площадь поверхно-
сти; t – время. 

Единица измерения интенсивности 
звука – ватт на квадратный метр (Вт/м2). 

Человеческое ухо имеет различную 
чувствительность к звукам разных час-
тот. Для каждой частоты существуют 
наименьшая и наибольшая интенсивно-
сти звука, которые воспринимаются  
человеческим ухом. Минимальную ин-
тенсивность называют порогом слыши-
мости, а максимальную – порогом боле-
вого ощущения. 

Графики зависимости этих интен-
сивностей приведены на   рис. 1.43.  

Громкость звука возрастает с увеличением амплитуды колебаний. Уро-
вень громкости звука L, имеющего интенсивность I, оценивается формулой 

ܮ ൌ 10lg	ሺܫ	/	ܫ଴	ሻ,  (1.173) 

                                                            
1 Николай Алексеевич Умов (1846–1915) – русский физик. 

Рис. 1.43 
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где		ܫ଴	 = 10–12 Вт/м2 – интенсивность звука на пороге слышимости. Уровень 
громкости измеряют в децибелах (дБ). Тихий разговор составляет по уровню 
громкости 40 дБ, крик – 80 дБ, шум реактивного двигателя – (120–130) дБ. 

Реальные звуки возникают в результате наложения большого числа ко-
лебаний разных частот, т. е. обладают акустическим спектром. Различают 
сплошной и линейчатый акустические спектры. При сплошном спектре волны 
частоты простых синусоидальных волн, входящие в ее состав, образуют не-
прерывную последовательность. Если волна представляет собой набор про-
стых синусоидальных волн с дискретными частотами, то спектр такой волны 
является линейчатым. 

Колебания с линейчатым спектром называются тональными. Их харак-
теризуют высотой. Высота звука определяется наименьшей частотой в спек-
тре. При этом относительная интенсивность других частот (обертонов) опре-
деляет тембр звука. 

Скорость звука в различных средах различна. Так, в воздухе при нор-
мальных условиях она чуть меньше средней скорости теплового движения 
молекул и составляет 340 м/с, в воде (при 20° С) —1480 м/с, в железе –  
5850 м/с. 

Все реальные среды обладают вязкостью. Благодаря вязкому трению ки-
нетическая энергия колеблющихся частиц рассеивается и звук затухает. Как 
показывает опыт, уменьшение интенсивности звука  I с расстоянием  x  про-
исходит по закону 

ܫ ൌ  ଴݁ିఈ௫ , (1.174)ܫ

где I0 – интенсивность звука при x =0. Коэффициент поглощения  α возрастает 
с увеличением вязкости и теплопроводности среды и с ростом частоты звука.  

§41. Эффект Доплера в акустике 

Эффект Доплера1 устанавливает зависимость частоты воспринимаемого 
звука ߥ от скорости движения источника В (относительно среды) и приемника 
звука (наблюдателя) А: она выше частоты ߥ଴ источника, если наблюдатель и 
источник сближаются, и ниже ߥ଴, когда они удаляются. 

Пусть наблюдатель и источник движутся вдоль соединяющей их прямой. 
Будем считать положительными скорость источника ߭и и скорость наблюда-
теля ߭п (относительно среды), если они сближаются, и отрицательными, когда 
они удаляются. 

 

                                                            
1 Христиан Доплер (1803–1853) – австрийский физик и астроном. 
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Пусть наблюдатель (рис. 
1.44, а) приближается к источ-
нику, т.е. ߭п ൐ 0, а источник не-
подвижен (߭и ൌ 0). Если бы 
приемник наблюдателя покоил-
ся, то за 1с через него прошло 
бы число волн ݊ଵ ൌ

జ

ఒ
. Здесь ߭ – 

скорость звука в среде. Воспри-
нимаемая частота измеряется 
числом ݊ длин волн ߣ, прошед-
ших через приемник наблюдателя за 1с, т.е. ߥଵ ൌ ݊ଵ ൌ

జ

ఒ
ൌ  ଴ и равна частотеߥ

источника. Если наблюдатель движется, то он за 1с пройдет расстояние, рав-
ное ߭п, на этом пути дополнительно уложится ݊ଶ ൌ

జп
ఒ

 волн. Общее число 

волн, прошедших через приемник к наблюдателю, равно:  

݊ଵ ൅ ݊ଶ ൌ
߭
ߣ
൅
߭п
ߣ
ൌ
߭ ൅ ߭п
ߣ

. 

Следовательно, воспринимаемая приемником наблюдателя частота звука 

ଵߥ ൌ ݊ଵ ൅ ݊ଶ ൌ
߭ ൅ ߭п
ߣ

ൌ
߭
ߣ
ቀ1 ൅

߭п
ߣ
ቁ ൌ ଴ߥ ቀ1 ൅

߭п
ߣ
ቁ. 

Итак, при ߭п ൐ 0 (приемник приближается к источнику) воспринимаемая 
приемником частота больше частоты источника (ߥଵ ൐ ଴), а при ߭пߥ ൏ 0 (при-
емник удаляется от источника) частота ߥଵ ൏  .଴ߥ

Пусть приемник неподвижен ሺߥП ൌ 0ሻ, а источник движется к приемни-
ку со скоростью ߥи ൐ 0 (рис.1.44,б). Если бы источник был неподвижен, то 
за один период ܶ он испустил бы одну волну, которая прошла бы расстояние 
ߣ ൌ ߭ܶ. Движущийся источник за время ܶ сам переместится на расстояние 
ܵ ൌ ߭иܶ. Поэтому испускаемая волна как бы сократится до размера  
ଵߣ ൌ ଵߣ െ ߭иܶ ൌ ܶሺ߭ െ ߭иሻ.	Такое сокращение вызовет в приемнике колебания, 
частота которых равна числу длин волн, прошедших через приемник за 1с: 

ଵߥ ൌ
߭
ଵߣ
ൌ

߭
ܶሺ߭ െ ߭иሻ

ൌ
଴ߥ

1 െ
߭и
߭
. 

Итак, воспринимаемая частота ߥଵ ൐ иߥ ଴, еслиߥ ൐ 0	(источник приближа-
ется к приемнику) и ߥଵ ൏ иߥ ଴, еслиߥ ൏ 0 (источник удаляется от приемника). 

Если источник и приемник движутся одновременно, то воспринимаемая 
частота будет определяться формулой  

Рис 1.44

а)

б)
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ߥ ൌ ଴ߥ
ଵାഔп

ഔ

ଵି	ഔи
ഔ

. (1.175) 

При пользовании формулой (1.175) следует учитывать выбранное выше 
правило знаков для ߭п и ߭и. Если ߭п и ߭и направлены не по прямой, то в (1.175) 
следует подставлять проекции скоростей ߭п и ߭и на прямую, соединяющую 
источник и приемник. 

Отметим, что эффект Доплера наблюдается и в электромагнитных вол-
нах. 

§42. Ультра- и инфразвук 

Механические волны, частота которых превышает 20кГц, называются 
ультразвуком. На практике применяются ультразвуковые волны с частотой 
106 Гц и более. Для получения ультразвука часто используется явление, назы-
ваемое обратный пьезоэлектрический эффект. Это явление заключается в 
том, что пластинка, вырезанная из кристалла кварца (или другого анизотроп-
ного кристалла), под действием электрического поля сжимается или удлиня-
ется. Если поместить такую пластинку между обкладками плоского конденса-
тора, на которые подается переменное напряжение, то пластинка совершает 
вынужденные колебания,  порождающие  ультразвуковую волну. 

Ультразвук получил широкое применение. Когда интенсивность ультра-
звука большая, то он оказывает на материал разрушающее действие. При этом 
важную роль играет эффект кавитации. Кавитацией называется явление обра-
зования в жидкости пузырьков (полостей), заполненных газом или паром. 
Ультразвуковые волны, проходя сквозь жидкость, создают области сжатия и 
разрежения. В этих областях возникает «отрицательное давление», приводя-
щее к разрыву жидкости. В образовавшиеся полости проникает воздух или 
пары жидкости. Время жизни полости или пузырьков очень мало, так как в 
волне разрежение сопровождается быстрым сжатием, и давление на пузырек 
со стороны окружающей жидкости резко возрастает. Возникающее давление 
превышает атмосферное в тысячи раз, что приводит к схлопыванию полости и 
порождению сильной ударной волны. Действие ударных волн используется 
для очистки от грязи и накипи различных деталей и емкостей. 

Интенсивный ультразвук применяется также для приготовления одно-
родных смесей, при изготовлении эмульсий, для сварки  различных металлов 
(точечная сварка полупроводниковых диодов и триодов), для изготовления 
отверстий произвольной формы в хрупких материалах (стекло, керамика) и 
даже в хирургической практике. 

Слабый ультразвук используется для локации, позволяющей заглянуть 
как в глубину металла, как и внутрь человека. Ультразвуковая локация на 
морских судах используется для обнаружения препятствий в воде, косяков 
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рыб, для исследования рельефа морского дна. Ультразвуковая дефектоскопия 
применяется для обнаружения дефектов в металлических изделиях. 

В медицине  широко используется обследование человека – УЗИ, с по-
мощью которого определяются заболевания его внутренних органов. 

Звуковые волны с частотой ниже 20 Гц называются инфразвуком. В 
противоположность ультразвуку, инфразвук обладает высокой проникающей 
способностью. В атмосфере, например, он может распространяться на десятки 
тысяч километров. 

Инфразвук оказывает сильное воздействие на состояние и поведение 
людей и животных. В естественных условиях инфразвук порождается мор-
скими волнами, ударяющими о берег, штормом, землетрясением, извержени-
ем вулканов. Панический страх животных перед землетрясением или пробуж-
дением вулкана можно объяснить действием инфразвука, порождаемого 
этими явлениями природы. 

Источниками инфразвука могут быть двигатели внутреннего сгорания, 
турбины, компрессоры, плавильные печи и т.д. 

Инфразвук очень низкой частоты можно обнаружить, например, чувст-
вительными барометрами. Для фиксации инфразвука высоких частот обычно 
используются микрофоны больших размеров. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 23. Частица совершает прямолинейные гармонические колебания по 
закону синуса. При смещении частицы от положения равновесия на x1 = 2,6 см  
ее скорость v1 = 2,9 cм/c, а при смещении на x2 = 3,4 см скорость частицы  
v2 = 1,9 cм/c. Найдите амплитуду и циклическую частоту колебаний частицы. 

 
Решение. По условию задачи запишем два уравне-
ния, используя формулу (1.123) и принимая  φ0= 0: 

ଵݔ                                  ൌ  ଵ,                          (1)ݐ߱଴	sinܣ	

ଶݔ ൌ  .ଶݐ߱଴	sinܣ	

Найдем скорости колебаний: 

௩భୀௗ௫భ ௗ௧భୀ஺ఠబୡ୭ୱఠబ⁄ ௧భ,
௩మୀௗ௫మ ௗ௧మୀ஺ఠబୡ୭ୱఠబ⁄ ௧మ.

ቅ (2) 

Представим (1) и (2) в виде: 
ܣ/ଵݔ					 ൌ sin߱଴ݐଵ, (3) 

ܣ/ଶݔ	 ൌ sin߱଴ݐଶ, (4) 

Дано:  
х1 = 2,6 см  
v1  = 2,9 см/c         
х2 = 3,4 см  
v2 = 1,9 см/с  

 A = ? ω0= ? 
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଴߱ܣ/ଵݒ ൌ  ଵ, (5)ݐ଴߱ݏ݋ܿ

଴߱ܣ/ଶݒ ൌ  ଶ. (6)ݐ଴߱ݏ݋ܿ

Уравнения (3) и (5) возведем в квадрат и сложим, аналогичную опера-
цию проделаем с уравнениями (4) и (6): 

ቀೣభ
ಲ
ቁ
మ
ାቀ ೡభ

ಲഘబ
ቁ
మ
ୀୱ୧୬మሺఠబ௧భሻାୡ୭ୱమሺఠబ௧భሻୀଵ

ቀೣమ
ಲ
ቁ
మ
ାቀ ೡమ

ಲഘబ
ቁ
మ
ୀଵ.

ൡ  (7) 

Решая систему уравнений (7), находим амплитуду 

A ൌ ඨ
vଵ
ଶxଶ

ଶ െ vଶ
ଶxଵ

ଶ

vଵ
ଶെvଶ

ଶ  

и циклическую частоту 

߱଴ ൌ ඨ
vଵ
ଶ െ vଶ

ଶ

xଵ
ଶ െ xଶ

ଶ. 

Ответ: А = 3,9 см, ߱଴ ൎ 1c-1. 
 

Задача 24. Амплитуда гармонических колебаний материальной точки  
А = 2см, полная энергия колебаний Е = 3∙10-7 Дж. При каком смещении от по-
ложения равновесия на колеблющуюся точку действует сила F = 2,25·10-5 Н? 

 
Решение. Полная энергия гармонических колебаний оп-
ределяется формулой (1.129):  

ܧ ൌ
ଵ

ଶ
ଶ߱଴ܣ݉

ଶ, (1) 

а ускорение формулой (1.126):      ܽ ൌ െ߱଴
ଶݔ. 

По второму закону Ньютона действующая сила  
 

ܨ								 ൌ ݉ܽ ൌ ݉ሺെ߱଴
ଶݔሻ. (2) 

Произведение ݉߱଴
ଶ	найдем из уравнения (1) и подставим в  (2): 

ܨ ൌ െݔሺ݉߱଴
ଶ	ሻ ൌ െݔ

ܧ2
ଶܣ
. 

Знак «–» указывает на то, что квазиупругая сила F направлена противо-
положно смещению x. 

Дано: 

Е = 3∙10-7Дж 

А = 2∙10-2м 

F = 2,25·10-5Н 
 

x = ? 
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По модулю  ݔ ൌ
ி஺మ

ଶா
. 

Ответ: x = 1,5 ∙ 10-2 м. 
 

Задача 25. Амплитуда затухающих колебаний математического маят-
ника за 1 минуту уменьшилась вдвое. Во сколько раз она уменьшится за  
3 минуты? 

 
Решение. Амплитуда затухающих колебаний изменя-
ется по закону (1.147):         		ܣ ൌ - Таким обра	଴݁ିఉ௧.ܣ
зом, можно записать систему уравнений: 

஺೙ୀ஺బ௘షഁ೟	
஺೘ୀ஺బ௘షഁሺ೟శഓభሻ,

ቅ  (1) 

где ߬ଵ	– время, в течение которого амплитуда колеба-
ний уменьшилась вдвое. Разделив в этой системе пер-

вое уравнение на второе, получим 

஺೙
஺೘

ൌ
஺బ௘షഁ೟	

஺బ௘షഁሺ೟శഓభሻ
ൌ ݁ఉఛభ,				2 ൌ ݁ఉఛభ. (2) 

Прологарифмировав  (2), можно определить коэффициент затухания: 

݈݊2 ൌ ߚ			,ଵ߬ߚ ൌ
௟௡ଶ

ఛభ
.  (3) 

Аналогично запишем вторую систему уравнений: 

 ஺೙ୀ஺బ௘షഁ೟	
஺ೖୀ஺బ௘షഁሺ೟శഓమሻ,

ቅ  (4) 

где ߬ଶ	 – время, за которое амплитуда колебаний уменьшится в x раз. Разделив 
в системе (4) первое уравнение на второе: 

௡ܣ
௞ܣ

ൌ
	଴݁ିఉ௧ܣ

଴݁ିఉሺ௧ାఛమሻܣ
ൌ ݁ఉఛమ, 

можно определить 
ݔ ൌ ݁ఉఛమ.  (5) 

Из формул (3) и (5) окончательно получим:    ݔ ൌ ݁
ഓమ೗೙మ
ഓభ . 

Ответ: х = 8. 
 

௡ܣ
௠ܣ

ൌ 2 

߬ଵ ൌ 60ܿ 
	߬ଶ ൌ 180ܿ 

Дано: 

x = ? 
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Задача 26. В U-образной трубке находится столбик жидкости длиной ݈, 
отсчитываемой по оси трубки. При кратковременном изменении давления 
жидкости в одном из колен уровни жидкости сместились и столбик начал ко-
лебаться. Определить частоту колебаний. Трением о стенки пренебречь. 

 
Решение. Колебания жидкости начнутся под действием си-
лы давления столба жидкости высотой 2х (см.рисунок): 

	ܨ ൌ 	ܵ݌	 ൌ  (1)  ,ܵݔ݃ߩ2	

где S – площадь поперечного сечения трубки, ݌ – давление; 
 :плотность жидкости. По второму закону Ньютона запишем —ߩ

݉ܽ	 ൌ 	െ2(2)  . ݔܵ݃ߩ 

Знак минус в уравнении (2) берется потому, что сила давления направле-
на в сторону, противоположную смещению. 

Масса жидкости 

                                ݉	 ൌ   (3) . ݈ܵߩ	

Тогда из (2) и (3) запишем: 

                                    ܽ ൌ െቀ
ଶ∙௚

௟
ቁ  (4) ,ݔ

где ܽ – ускорение (вторая производная смещения х по 
времени t). Уравнение (4) можно записать в виде 

݀ଶݔ
ଶݐ݀

൅
2݃
݈
ݔ ൌ 0. 

Получили дифференциальное уравнение гармонических колебаний, в ко-

тором         ቀ
ଶ௚

௟
ቁ ൌ ߱଴

ଶ,		откуда     ߱଴ ൌ ටଶ௚

௟
.  

Ответ: ߱଴ ൌ ටଶ௚

௟
. 

 
  

Дано: 
  ݈ 

߱଴ = ? 
 

Рис. к задаче 26 

O   O  

x  

2x  
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ЧАСТЬ 2 
ОСНОВЫ МОЛЕКУЛЯРНОЙ ФИЗИКИ 

И ТЕРМОДИНАМИКИ 
 
 
 
 

Глава 7 
ОСНОВЫ МОЛЕКУЛЯРНО-КИНЕТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ  

ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА 

§ 43. Понятия и определения 

В молекулярной физике и термодинамике изучаются процессы, происхо-
дящие в макроскопических телах. Макроскопическими называются тела, со-
стоящие из большого числа частиц: молекул и атомов. 

Известны два метода исследования макроскопических тел: статистиче-
ский и термодинамический. Статистический метод изучает макроскопиче-
ские тела, исследуя свойства частиц, из которых они состоят, и их взаимодей-
ствия. В этом методе для описания тел используются усредненные значения 
динамических характеристик частиц. 

Термодинамический метод базируется на трех опытных законах (нача-
лах). При этом методе исследования не используются представления о строе-
нии тела и характере движения частиц, входящих в него. 

Термодинамической системой называется совокупность макроскопиче-
ских тел, обменивающихся энергией как между собой, так и с внешними те-
лами или системами. 

Физические величины, характеризующие термодинамическую систему, 
называются параметрами состояния. Давление, температура, объем, плот-
ность и т. д. являются параметрами состояния системы. 

Температура – это физическая величина, определяющая степень нагре-
тости тела. Температура характеризует интенсивность теплового движения 
частиц тела и в классической физике связана со средней кинетической энер-
гией поступательного движения частиц тела. 

Понятие температуры имеет смысл только для равновесных состояний. 
Равновесным называется состояние термодинамической системы, имеющей 
постоянные во времени  параметры при неизменных внешних условиях. 
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Температура в любой части системы, находящейся в равновесном со-
стоянии, одинакова. 

В молекулярной физике и термодинамике для измерения температуры 
пользуются абсолютной шкалой (шкалой Кельвина)1. 

Между абсолютной температурой Т и температурой t, измеряемой по 
шкале Цельсия, существует линейная связь:   T = t +273 К. 

Температура, равная –273 Ԩ (точнее –273,16	Ԩ), называется абсолют-
ным нулем. Абсолютный нуль – самая низкая температура. В термодинамике 
доказывается, что охладить тело до абсолютного нуля невозможно. 

Термодинамическая система называется изолированной, если она не об-
менивается с внешней средой ни энергией, ни веществом. Термодинамическая 
изолированная система находится в равновесном состоянии, если параметры 
системы при постоянных внешних условиях с течением времени не изменя-
ются. 

Реальные процессы не являются равновесными, но могут приближаться к 
ним, если они достаточно медленные. 

Переход термодинамической системы из одного состояния в другое на-
зывается термодинамическим процессом. Термодинамический процесс со-
провождается изменением параметров состояния. 

§ 44. Основные положения молекулярно-кинетической теории 

Дренегреческие философы Демокрит и Анксагор считали, что любое ве-
щество состоит из атомов – мельчайших неделимых частиц. Разнообразие 
веществ объяснялось различными соединениями атомов. Эти соединения сей-
час называются молекулами. Большой прогресс атомистической теории в 
XVIII веке связан с именем М. В. Ломоносова2, который предложил тепловые 
явления трактовать как результат движения мельчайших частиц. 

Будем исходить из трех основных положений. 
1. Любое вещество состоит из мельчайших частиц – молекул и атомов. 

Одним из доказательств этого положения является то, что некоторые молеку-
лы можно увидеть в электронный микроскоп. 

2. Молекулы и атомы в веществе находятся в состоянии непрерывного 
теплового движения, причем скорость их движения пропорциональна корню 
квадратному из абсолютной температуры:  ݒ~√ܶ. 

3.Между молекулами вещества существуют силы взаимодействия 
(притяжения Fп 	 и отталкивания F0), называемые молекулярными силами. 

Радиус действия молекулярных сил порядка 10-9  м. 

                                                            
1 Уильям Томсон (лорд Кельвин) (1824–1907) – английский физик. 
2 Михаил Васильевич Ломоносов (1711–1765) – русский химик, физик. 
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Рис. 2.1 

 ௢ܨ

 пܨ

Силы притяжения с уменьшением расстояния r 
между молекулами увеличиваются пропорционально 
1/r7, а силы отталкивания – пропорционально 1/r13. 

На расстоянии r0, примерно равном сумме ра-
диусов двух молекул, F = 0, т. к. сила притяжения 
равна по модулю силе отталкивания. 

На расстояниях, превышающих r0, между моле-
кулами действуют силы притяжения, а на расстояни-
ях меньше r0 – силы отталкивания (рис. 2.1). 

Явлениями, подтверждающими основные поло-
жения и выводы молекулярно-кинетической теории, 
являются, например, броуновское движение, диффу-
зия, сжимаемость газов и др. 

Представляет интерес высказывание американского физика-теоретика, 
лауреата Нобелевской премии Ричарда Феймана1 о значимости для науки ос-
новных положений МКТ: «Если бы в результате какой-то мировой катастро-
фы все накопленные научные знания оказались бы уничтоженными и к гря-
дущим поколениям живых существ перешла бы только одна фраза, то какое 
утверждение, составленное из наименьшего количества слов, принесло бы 
наибольшую информацию? Я считаю, что это атомная гипотеза: все тела со-
стоят из атомов – маленьких телец, которые находятся в беспрерывном дви-
жении, притягиваются на небольшом расстоянии, но отталкиваются, если од-
но из них плотнее прижать к другому».  

§ 45. Количество вещества. Масса и размеры молекул 

Количеством вещества ߥ называется физическая величина, равная отно-
шению числа молекул N, содержащихся в веществе, к постоянной Авогадро2: 

NА:ߥ ൌ 	ܰ/NА. (2.1) 

Моль – единица количества вещества, в котором содержится столько же 
структурных элементов, сколько содержится атомов в 0,012 кг изотопа угле-
рода 12С. 

В одном моле любого вещества содержится одно и то же число атомов 
или молекул. Это число называется постоянной или числом Авогадро: 

஺ܰ ൌ 	6,02	 ∙ 	10ଶଷмоль-1. 

Молярной массой называется масса вещества, взятого в количестве одно-
го моля. 

                                                            
1 Ричард Фейман (1918-1988) – амариканский физик. 
2 Амедео Авогадро (1776–1856) – итальянский физик.  
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Молярная масса	μ равна произведению постоянной Авогадро на  массу 
молекулы m0: 

μ ൌ ݉଴ ∙ ஺ܰ.  (2.2) 

Единица измерения молярной массы – килограмм на моль (кг/моль). 
Число молекул N любого вещества массой m согласно формулам (2.1) и 

(2.2) равно 

ܰ ൌ ߥ ஺ܰ ൌ ݉ ஺ܰ/μ.  (2.3) 

Закон Авогадро: моли любых газов при одинаковых температуре и дав-
лении занимают одинаковые объемы. При нормальных условиях (р0 = 1,01325× 
× 105 Па, Т0 = 273 К) объем моля равен  ஜܸ ൌ 	22,41	 ∙ 	10ିଷ м3/моль. 

Размеры молекул и атомов очень малы. Оценим размер молекул воды. 
Допустим, что молекулы плотно прилегают друг к другу и образуют кубиче-
скую ячейку. Тогда объем, занимаемый молекулой, ଴ܸ 	ൌ 	݀ଷ	, а линейный 
размер молекулы ݀	 ൌ 		 ඥ ଴ܸ

య  . Один моль воды имеет массу 18 ∙ 10ିଷ кг и за-
нимает объем	 ஜܸ ൌ 	18	 ∙ 10ି଺ м3/моль. Разделив объем моля  на число Авогад-
ро, получим объем, занимаемый молекулой:  ଴ܸ ൌ ஜܸ/ ஺ܰ ൎ 30	 ∙ 10ିଷ଴	мଷ.	

Отсюда линейный размер молекулы   ݀ ൌ ඥ ଴ܸ
య ൎ 0,3	нм.	

Молекулы других веществ имеют такой же порядок величины. 

§ 46. Основное уравнение молекулярно-кинетической 
теории идеального газа 

Газ, состоящий из молекул, размерами и взаимодействием которых можно 
пренебречь (за исключением моментов столкновений), называется идеальным. 

Мысленно выделим в идеальном газе цилиндрический объем с площа-
дью оснований ∆ܵ (рис. 2.2). Вычислим давление, оказываемое молекулами 
газа на площадку ∆ܵ. Будем считать, что соударения молекул абсолютно уп-
ругие. 

В идеальном газе любые направления движения молекул равновероятны. 
Хаотическое движение молекул в выделенном объеме будем рассматривать 
как движение вдоль координатных осей х, у, z. Вдоль каждой оси движется 1/3 

молекул, половина которых, т. е. 1/6 
часть, движется в положительном на-
правлении оси координат, а вторая поло-
вина – в противоположном направлении. 

Молекула массой ݉଴, двигаясь в по-
ложительном направлении оси х со ско-
ростью ݒ௜, ударяется о площадку ∆ܵ и 
передает ей импульс Рис. 2.2 
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௜݌∆ ൌ ݉଴ݒ௜ െ ሺെ݉଴ݒ௜ሻ ൌ 2݉଴ݒ௜ . (2.4) 

За промежуток времени ∆ݐ о площадку ∆ܵ ударяется 1/6 часть молекул, 
которые заключены в объеме цилиндра с площадью оснований ∆ܵ и обра-
зующей, равной ݒ௜∆ݐ. Число таких молекул 

௜ܰ ൌ  (2.5)  	,6/݊ݐ∆௜ݒܵ∆

где n = N / V – число молекул в единице объема. 
Из уравнений (2.4) и (2.5) найдем величину импульса, передаваемого 

площадке: 

݌∆ ൌ ௜݌∆ ௜ܰ ൌ 2݉଴ݒ௜∆ܵݒ௜∆6/݊ݐ ൌ ݉଴݊ݒ௜
ଶ∆ܵ∆(2.6) .3/ݐ 

По второму закону Ньютона изменение импульса тела равно импульсу 
силы ݐ∆ܨ, т. е. 

݌∆ ൌ  (2.7) .ݐ∆ܨ

Так как давление  ݌ ൌ -учитывая уравнения (2.6) и (2.7), найдем ис ,ܵ∆/ܨ
комую величину давления газа: 

݌ ൌ ሻݐ∆ܵ∆ሺ/݌∆ ൌ ݉଴݊ݒ௜
ଶ/3.  (2.8) 

Из уравнения (2.8) следует, что давление газа на стенку сосуда определя-
ется величиной импульса, приходящегося в единицу времени на единицу пло-
щади, и зависит от числа ударов молекул о стенку. 

Молекулы газа в рассматриваемом объеме движутся с разными скоро-
стями: ݒଵ, ,ଶݒ … ,  ௜ записываютݒ поэтому в уравнении (2.8) вместо скорости	ே,ݒ
среднюю квадратичную скорость: 

<v>кв ൌ ඥሺݒଵ
ଶ ൅ ଶݒ

ଶ ൅ ⋯൅ ேݒ
ଶሻ/ܰ ൌ ඥሺ∑ ௜ݒ

ଶே
௜ୀଵ ሻ/ܰ,  (2.9) 

которая определяет коллективное действие молекул. 
Из уравнений (2.8) и (2.9) получим 

݌ ൌ ݊݉଴〈ݒ〉квଶ /3 . (2.10) 

Уравнение (2.10) можно представить в виде 

ܸ݌ ൌ
ଶ

ଷ
 (2.11)  ,〈ܧ〉

где 〈ܧ〉 ൌ квଶ〈ݒ〉݉ /2 – кинетическая энергия поступательного движения всех 
молекул; m – масса газа. 
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Выражение (2.11) называется основным уравнением молекулярно-
кинетической теории идеального газа: Произведение давления идеального 
газа на его объем равно 2/3 кинетической энергии поступательного движения 
молекул газа. 

§ 47. Уравнение состояния идеального газа 

Уравнение, определяющее связь между параметрами состояния p, V, T, 
называется уравнением состояния. 

Опытным путем была установлена зависимость   

	ܶ	/	ܸ	݌ ൌ 	const.  (2.12) 

Уравнение (2.12) называют законом Клапейрона1. Используя данное 
уравнение для одного моля газа ஜܸ,	взятого при нормальных условиях  
(р0 = 101,325 кПа, Т0 = 273 К, V0µ = 22,41∙ 10ିଷм3/моль), можно записать: 
	ݐݏ݊݋ܿ ൌ ଴݌	 ଴ܸஜ/ ଴ܶ.	

Обозначив постоянную величину за R и подставив в уравнение (2.12) па-
раметры газа при нормальных условиях, найдем ее значение: 

ܴ	 ൌ ଴݌	 ଴ܸஜ/ ଴ܶ 	ൌ 	8,31 Дж/(моль·К). 

Величина R называется универсальной газовой постоянной. 
Таким образом, для одного моля газа можно записать: ݌ ஜܸ ൌ 	ܴܶ. Умно-

жив данное уравнение на число молей ߥ ൌ ݉/μ,  получим уравнение состоя-
ния для произвольной массы газа – уравнение Клапейрона-Менделеева2. 

ܸ݌ ൌ ܴ݉ܶ/μ (2.13) 
или 

ܸ݌ ൌ  2.14)  .ܴܶߥ

Уравнение (2.14) применимо и для смеси газов, то есть является более 
общим, чем уравнение (2.13). 

Поскольку отношение m/V есть плотность газа ߩ, то уравнение (2.13) 
примет вид 

݌ ൌ
ఘோ்

ஜ
. (2.15) 

                                                            
1 Бенуа Поль Эмиль Клапейрон (1799–1864) – французский физик. 
2 Дмитрий Иванович Менделеев (1834–1907) – русский химик. 



121 

Если умножить и поделить правую часть уравнения (2.13) на число Аво-
гадро и учесть, что R / ஺ܰ = k = 1,38·10-23 Дж/К – постоянная Больцмана, а вы-
ражение ݉ ஺ܰ/	 ஜܸ ൌ 	݊ – число молекул в единице объема, то получим уравне-

ние состояния идеального газа в виде 

p = nkT.  (2.16) 

Запишем уравнение состояния (2.13) для одного моля газа:     p ஜܸ= RT. 

Подставив вместо р его значение из уравнения (2.11)  ݌ ൌ  и		3/〈ܧ〉2݊
расписав ݊	 ൌ ஺ܰ	/ ஜܸ,	 получим выражение для средней кинетической энергии 

поступательного движения одной молекулы идеального газа: 

଴〈௞ܧ〉	 ൌ 3݇ܶ/2.  (2.17) 

Как следует из уравнения (2.17), средняя кинетическая энергия движе-
ния молекулы прямо пропорциональна абсолютной температуре. 

Выведенное для идеального газа уравнение Клапейрона-Менделеева ши-
роко используется для решения многих практических задач. Все реальные 
газы при малых давлениях (не сильно превышающих атмосферное) и не очень 
низких температурах (далеких от точки конденсации)  можно рассматривать 
как идеальные.  

Закон  Дальтона1. Пусть имеется смесь газов: 

݊	 ൌ 	݊ଵ ൅	݊ଶ	൅	. . . ൅	݊ே,  (2.18) 

где n число молекул в единице объема смеси; ݊ଵ, ݊ଶ, . . ., ݊ே – число молекул в 
единице объема первого, второго, ... N-го газов, составляющих смесь. Исполь-
зуя уравнение (2.16) и (2.18), запишем: 

	݌ ൌ 	݊݇ܶ	 ൌ 	݇ܶሺ݊ଵ 	൅	݊ଶ	൅. . . ൅	݊ேሻ 	ൌ	
ൌ 	݇ܶ݊ଵ 	൅ 	݇ܶ݊ଶ	൅	. . . ൅	݇ܶ݊ே 	ൌ ଵ݌ 	൅	݌ଶ		൅	. . . 	,ே݌

где ݌ଵ, ,ଶ݌ . . ,  .ே— парциальные давления газов в смеси݌
Парциальным называется давление, которое производил бы газ, входя-

щий в смесь, если бы он один занимал объем, в котором находится смесь, при 
той же температуре. Таким образом, давление смеси газов равно сумме парци-
альных давлений, составляющих данную смесь (закон Дальтона). 

                                                            
1 Джон Дальтон (1766–1844) – английский ученый. 
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§ 48. Закон распределения молекул по скоростям 
(закон  Максвелла)1 

Молекулы газа, испытывая взаимные столкновения, имеют различные  
скорости движения. Однако найти число молекул, обладающих определенной 
скоростью, невозможно, так как число различных значений скоростей беско-
нечно велико, а число молекул конечно. Поэтому в статистической физике 
задача ставится по-иному: определяется число молекул, скорости которых 
находятся в заданном интервале значений скоростей. 

Выберем прямоугольную систему координат, вдоль осей которой отло-
жим проекции скоростей молекул 	ݒ௫, ,௬ݒ -௭. Получим трехмерное пространݒ
ство скоростей (рис. 2.3). Всякой молекуле в этом пространстве скоростей 
соответствует точка, которая изображает ее скорость ݒ ൌ ሺݒ௫, ,௬ݒ .௭ሻݒ Интер-
валу	ሺݒ௫, ௫ݒ ൅ ,௫ሻݒ݀ 	ሺݒ௬, ௬ݒ ൅ ,௬ሻݒ݀ ሺݒ௭, ௭ݒ ൅ -соответствует элементар			௭ሻݒ݀
ный объем ܸ݀ ൌ  .пространства скоростей, имеющий форму куба	௭ݒ݀	௬ݒ݀	௫ݒ݀
Число точек dN в объеме dV пространства скоростей равно этому объему, ум-
ноженному на плотность точек внутри него. Обозначим через ݂ܰ൫ݒ௫, ,௬ݒ  ௭൯ݒ
число точек, приходящихся на единицу объема пространства скоростей (сред-
нюю плотность точек). Здесь N – общее число молекул газа. Тогда 

݀ܰ ൌ ݂ܰ൫ݒ௫, ,௬ݒ  ௭. (2.19)ݒ௬݀ݒ௫݀ݒ௭൯݀ݒ

Другими словами, dN – это число молекул, проекции скоростей которых 
лежат в интервале значений от ݒ௫	до		ݒ௫ ൅ ,௫ݒ݀ 		от	ݒ௬		до	ݒ௬ ൅ ,௬ݒ݀ от	ݒ௭	 
до		ݒ௭ ൅   Из математики известно, что вероятность какого-либо события	௭.ݒ݀
dP равна отношению числа событий с ожидаемым исходом к общему числу 
возможных событий, если общее число событий сколь угодно велико. 

Вероятность того, что проекции скоростей находятся в выбранном ин-
тервале скоростей, равна отношению числа молекул с заданным значением 
скорости к общему числу молекул, т. е. 

݀ܲ ൌ
݀ܰ
ܰ

ൌ ݂൫ݒ௫, ,௬ݒ  ,௭ݒ௬݀ݒ௫݀ݒ௭൯݀ݒ

где ݂൫ݒ௫, -௭൯— функция распределения молекул по скоростям, представݒ		௬ݒ
ляющая собой плотность вероятности. Под плотностью вероятности пони-
мается отношение вероятности к единичному объему пространства скоростей. 

Согласно Максвеллу функция распределения ݂൫ݒ௫,  определяется	௭൯ݒ		௬ݒ
отношением кинетической энергии молекулы 

                                                            
1 Джеймс Клерк Максвелл (1831–1879) – великий английский физик. 
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଴ܧ ൌ
݉଴ݒଶ

2
ൌ
݉଴

2
ሺݒ௫ଶ ൅ ௬ଶݒ ൅  ௭ଶሻݒ

к средней энергии его теплового движения 〈ܧ〉 ൌ 	кܶ и имеет вид 

݂൫ݒ௫, ,௬ݒ ௭൯ݒ ൌ ܣ ൉ ݁ି
௠బ௩మ

ଶ௞் , 

где mо – масса молекулы; Т – температура газа; к – постоянная Больцмана; е – 
основание натурального логарифма. 

Постоянная величина  А, не зависящая от скорости, находится из условия 
нормировки: 

																					න ݂൫ݒ௫, ,௬ݒ ݒ௭൯݀ݒ ൌ 1.

ஶ

଴

 

По расчетам 	ܣ ൌ ቀ
௠బ

ଶగ௞்
ቁ
ଷ/ଶ
. 

Вычислив постоянную А, запишем урав-
нение для среднего числа частиц, находящих-
ся в заданном интервале: 

݀ܰ ൌ ܰ	 ቀ
௠బ

ଶగ௞்
ቁ
ଷ/ଶ

. ݁ି
೘బೡ

మ

మೖ೅  ௭. (2.20)ݒ௬݀ݒ௫݀ݒ݀

На рис.2.3 штриховыми линиями выделен 
шаровой слой радиуса	ݒ	и толщиной ݀ݒ. Найдем число молекул, находящихся 
в шаровом слое и обладающих скоростями, модули которых лежат в интерва-
ле от ݒ	до ݒ ൅ ܸ݀ Для этого в выражении (2.19) объем.ݒ݀ ൌ -௭  замеݒ௬݀ݒ௫݀ݒ݀
ним на объем шарового слоя 4ݒߨଶ݀ݒ , получим 

݀ܰ ൌ ݂ܰሺݒሻ4ݒߨଶ݀ݒ ൌ ܰ ቀ
݉଴

ܶ݇ߨ2
ቁ
ଷ/ଶ

݁ି
௠బ௩మ

ଶ௞்  .ݒଶ݀ݒߨ4

Отсюда находится функция распреде-
ления молекул по скоростям – распределение 
Максвелла: 

					݂ሺݒሻ ൌ
ௗே

ேௗ௩
ൌ ߨ4 ቀ

௠బ

ଶగ௞்
ቁ
ଷ/ଶ

݁ି
೘బೡ

మ

మೖ೅  ଶ.  (2.21)ݒ

Полученное распределение молекул по 
скоростям является статистическим законом, 
который реализуется в определенных усло-
виях. 

Рис. 2.3 

Рис.2.4 
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Как следует из уравнения (2.21), вид функции зависит от температуры и 

рода газа. Отношение 
ௗே

ே
		находится из формул (2.20) и (2.21): 

ௗே

ே
ൌ ߨ4 ቀ

௠బ

ଶగ௞்
ቁ
ଷ/ଶ

݁ି
೘బೡ

మ

మೖ೅  (2.22)  	.ݒଶ݀ݒ

Графики функций ݂ሺݒሻ для различных температур показаны на рис. 2.4. 
При повышении температуры Тଷ 	൐ 	Тଶ ൐ Тଵ вся кривая смещается вправо и 
становится положе, т. е. увеличивается число молекул с большими скоростя-
ми. Функция обращается в ноль при ݒ ൌ 0	и при ݒ → ∞: в газе отсутствуют 
неподвижные молекулы и нет молекул с бесконечно большими скоростями. 
Функция  ݂ሺݒሻ имеет максимум при скорости, равной  ݒв, которая называется 
наиболее вероятной  скоростью. Наиболее вероятная скорость определяется 
из условия экстремума функции ݂ሺݒሻ: 

݀
ݒ݀

ቆݒଶ݁ି
௠బ௩మ

ଶ௞் ቇ ൌ ݒ2 ቆ1 െ
݉଴ݒଶ

2݇ܶ
ቇ݁ି

௠బ௩మ

ଶ௞் ൌ 0. 

Значения ݒ ൌ 0		и ݒ ൌ ∞		соответствуют минимуму функции. Для наибо-
лее вероятной скорости получим 

вݒ ൌ ඥ2݇ܶ/݉଴ ൌ ඥ2ܴܶ/μ.  (2.23) 

Следует заметить, что количество молекул в 
рассматриваемом объеме не остается постоянным, а 
испытывает колебания около некоторого среднего 
значения. Такие случайные, хаотические изменения 
числа молекул и других физических величин назы-
ваются флуктуациями. Флуктуациями плотности 
воздуха в атмосфере Земли объясняется, например, 
голубой цвет неба. 

Используя распределение Максвелла (2.22), 
можно найти среднюю арифметическую скорость 
движения молекул: 

 

<v>  ൌ ඥ8݇ܶ/ሺ݉ߨ଴ሻ   = ඥ8ܴܶ/ሺߨμሻ,  (2.24) 

среднюю квадратичную скорость: 

кв〈ݒ〉													 ൌ ඥ3݇ܶ/݉଴ ൌ ඥ3ܴܶ/μ.	 (2.25) 

Введем обозначение: ݑ ൌ ݑ݀ в, тогдаݒ/ݒ ൌ
ௗ௩

௩в
,		а ݒଶ ൌ вݒଶݑ ൌ

ଶோ்௨మ

௠బ
.	Под-

ставляя данные выражения в формулу (2.22), получим закон распределения 
Максвелла через относительные скорости: 

Рис. 2.5 
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ௗே

ே
ൌ

ସ

√గ
݁ି௨

మ
 (2.26) .ݑଶ݀ݑ

Опыт О. Штерна. Опытная проверка распределения Максвелла и опре-
деление скоростей движения молекул были выполнены физиком Штерном в 
1920 году. На рис. 2.5 показана схема экспериментальной установки. Плати-
новая проволока 1, натянутая вдоль оси цилиндра 2, покрывалась тонким сло-
ем серебра. По проволоке пропускался электрический ток. При этом проволо-
ка нагревалась, атомы серебра испарялись и, вылетая через щель в цилиндре 
2, попадали на внутреннюю поверхность цилиндра 3, давая на ней изображе-
ние щели А. Воздух из цилиндров заранее откачивался. При вращении цилин-
дров 2 и 3 вокруг общей оси атомы серебра осаждались на некотором рас-
стоянии х от точки А, давая размытое изображение щели. 

По толщине слоя серебра, осажденного на цилиндре 2, проводилась 
оценка распределения молекул по скорости. Зная радиусы цилиндров 2 и 3, 
угловую скорость их вращения, измеряя температуру проволоки и расстояние 
х, рассчитывались скорости движения атомов серебра. 

Опыт Штерна подтвердил достоверность распределения Максвелла. 

§ 49. Барометрическая формула.  
Распределение Л. Больцмана 

Мысленно выделим в атмосфере Земли вертикальный столб (рис.2.6). 
Молекулы воздуха в выделенном объеме, двигаясь хаотически, испытывают 
воздействие гравитационного поля Земли. В ре-
зультате чего давление газа с высотой уменьшает-
ся. Предположим, что плотность воздуха ߩ ൌ const, 
температура газа постоянная, а гравитационное по-
ле однородно. Пусть на высоте h = 0 давление р଴, на 
высоте h давление р, на высоте ݄	 ൅ 	݄݀ давление 
равно р	–  .(так как давление с высотой убывает) ݌݀	

По закону  Паскаля1 давление dp в тонком слое 
воздуха равно 

݌݀ ൌ െ(2.27)  .݄݀݃ߩ 

Из уравнения состояния (2.15) найдем плотность газа: ߩ ൌ -μ/ሺܴܶሻ и, подста݌
вив в формулу (2.27), получим 

݌݀ ൌ െ
μ݃݌
ܴܶ

݄݀, 

 

                                                            
1 Блез Паскаль (1623–1662) – французский ученый. 

Рис. 2.6 
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откуда после разделения переменных запишем: 

െ
݌݀
݌
ൌ െ

μ݃
ܴܶ

݄݀. 

Возьмем интеграл от полученного выражения: 

െ න
݌݀
݌
ൌ
μ݃
ܴܶ

න݄݀,

௛

଴

௣

௣బ

			݈݊
݌
଴݌

ൌ െ
μ݃
ܴܶ

݄ 

или 

݌ ൌ ଴݁݌
ି
ಔ೒೓
ೃ೅ . (2.28) 

Уравнение (2.28) называется барометрической формулой. С помощью 
барометрической формулы можно определить давление атмосферы на извест-
ной высоте h, зная температуру и давление у поверхности Земли. В авиации 
эта формула используется для определения высоты полета самолетов: 

݄ ൌ
݌/଴݌݈ܴ݊ܶ

μ݃
. 

Воспользовавшись уравнением (2.16), барометрическую формулу приве-
дем к виду 

݊ ൌ ݊଴݁ିஜ௚௛/ሺோ்ሻ, (2.29) 

где n и nо  – концентрации молекул на высоте h и у поверхности Земли соот-
ветственно. 

По формуле (2.2)   μ ൌ ݉଴ ஺ܰ,	 а   ܴ ൌ ݇ ஺ܰ,	 тогда выражение (2.29) запи-
шется в виде 

݊ ൌ ݊଴݁ି௠బ௚௛/ሺ௞்ሻ. (2.30) 

Так как ݉଴݄݃ ൌ  ௣ – потенциальнаяܧ
энергия в гравитационном поле, то формула 
(2.30) примет вид:     ݊ ൌ ݊଴݁

ିா೛/ሺ௞்ሻ. 
Получим распределение молекул (час-

тиц) во внешнем потенциальном поле, назы-
ваемое распределением Больцмана1: в со-
стоянии теплового равновесия плотность 
газа (концентрация молекул), подверженного 

                                                            
1 Людвиг Больцман (1844–1906) – австрийский физик. 

Рис. 2.7 
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действию внешнего поля, больше там, где меньше потенциальная энергия его 
молекул. Больцмановское распределение молекул по энергиям изображено 
графически на рис. 2.7. 

Закон Больцмана выражает распределение частиц, участвующих в теп-
ловом движении и находящихся в потенциальном поле сил (в данном случае 
распределение молекул в поле силы тяжести). Закон Больцмана выражает 
условие равновесия между тепловым движением, стремящимся рассеять 
частицы, и проявлением внешних сил, стремящихся к их уплотнению  возле 
земной поверхности при действии силы тяжести.  Этот закон применим к 
любым частицам, ведущим себя подобно молекулам газа, находящимся в 
любом потенциальном поле, т.е. распределение Больцмана является универ-
сальным законом.  

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 27. Посередине откачанной и запаянной с обеих сторон горизон-
тальной трубки длиной 1 м находится столбик ртути длиной 20 см. Если 
трубку поставить вертикально, то столбик ртути переместится вниз на рас-
стояние 10 см. До какого давления откачана трубка? 
 

 
Решение. На рисунке показаны два положения трубки:  
а) горизонтальное, б) вертикальное. 

Температура воздуха не меняется, т. е. имеем дело с изотермическим 
процессом (T = const):  ሺ݌ଵ ଵܸሻ	и	ሺ݌ଶ ଶܸሻ – начальные состояния газа (рис. а); 
ଷ݌) ଷܸሻ	и	ሺ݌ସ ସܸሻ – соответственно конечные состояния газа (рис. б). 

По закону Бойля–Мариотта запишем: 

ሺ݌ଵ ଵܸሻ 	ൌ ሺ݌ଷ ଷܸሻ	, (1) 

ሺ݌ଶ ଶܸሻ 	ൌ 	 ሺ݌ସ ସܸሻ	.  (2) 

В положении а) ртуть находится в равновесии, расположена симметрич-
но относительно трубки, поэтому можно записать еще одно уравнение: 

Дано: 
L= 1 м 
L0= 0,2 м 
∆L ൌ 0,1 м 

 

p1=? 
Рис. к задаче 27 
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ሺ݌ଵ ଵܸሻ ൌ 	 ሺ݌ଶ ଶܸሻ . (3) 
Тогда 

ሺ݌ଷ ଷܸሻ 	ൌ 	 ሺ݌ସ ସܸሻ	,  (4) 
 

где ଷܸ ൌ ቀ
௅ି௅బ
ଶ

൅ ቁܮ∆ ܵ ൌ 0,5ܵ;					 ସܸ ൌ ቀ
௅ି௅బ
ଶ

െ ቁܮ∆ ܵ ൌ 0,3ܵ, 

где V – объем трубки; S – площадь ее сечения. 
Давление ݌ସ равно сумме давлений:	݌ଷ , создаваемого верхним столбиком 

воздуха (рис. б), и давления столбика ртути высотой ܮ଴ :     ݌ସ 	ൌ ଷ݌	 	൅ 	,	଴ܮ݃ߩ
где ߩ െплотность ртути.  Подставим V3 ,V4 и р4 в уравнение (4): 

ଷ0,5ܵ݌ ൌ ሺ݌ଷ 	൅ 	.	0,3ܵ	ሻ	଴ܮ݃ߩ
Откуда получим 

ଷ݌ ൌ
ଷ

ଶ
 ଴. (5)ܮ݃ߩ

 
По формуле (1) определим: 

ଵ݌ ൌ
௣య௏య
௏భ

, (6) 

где ଵܸ ൌ ቀ
௅ି௅బ
ଶ
ቁ ܵ ൌ 0,4ܵ. 

Подставляя ݌ଷ, ଷܸ, ଵܸ в уравнение (6), вычислим первоначальное давле-

ние:  ݌ଵ ൌ ቀ
ଵହ

଼
ቁ ଴ܮ݃ߩ ൌ 0,05	МПа,		 ሾ݌ሿ ൌ ቂ

кг

мయ
∙
м

сమ
∙ мቃ ൌ ቂ

Н

мమ
ቃ ൌ Па. 

 
Ответ: ݌ଵ 	ൌ 0,05 МПа. 

 
Задача 28. В баллоне емкостью 110 л помещено ݉ଵ 	ൌ 	0,8 г водорода 

и	݉ଶ 	ൌ 	1,6 г кислорода. Определить давление смеси на стенки сосуда, если 
температура окружающей среды ݐ ൌ 27Ԩ. 

 
Решение. Согласно закону Дальтона давление 
смеси газов равно сумме парциальных давлений: 

см݌ ൌ ଵ݌ ൅  .ଶ݌

Из уравнения (2.13) найдем ݌ଵ— парциаль-
ное давление водорода: 

ଵ݌ ൌ
௠భ

௏ஜభ
ܴܶ (1) 

и  ݌ଶ – парциальное давление кислорода: 

ଶ݌ ൌ
௠మ

௏ஜమ
ܴܶ. (2) 

Дано: 
ܸ ൌ 110 ൉ 10ିଷ  м3 

݉ଵ ൌ 0,8 ൉ 10ିଷ кг 
݉ଶ ൌ 1,6 ൉ 10ିଷ кг 
ܶ ൌ 300 К 

см݌ ൌ? 
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Молярные массы водорода μଵ ൌ 2 ∙ 10ିଷ
кг

моль
,		кислорода μଶ ൌ 32 ∙ 10ିଷ

кг

моль
.	 

Используя уравнения (1) и (2), получим:    ݌см ൌ
ோ்

௏
ቀ
௠భ

ஜభ
൅

௠మ

ஜమ
ቁ, 

ሾ݌ሿ ൌ ൤
Дж

ሺмоль ∙ Кሻ
∙ К ∙

1
мଷ

∙ моль൨ ൌ ൤
Н
мଶ
൨ ൌ Па. 

Ответ: 1,02 ∙ 10ସ Па. 
 
Задача 29. Азот находится под давлением р = 1 атм при температуре  

Т = 300 К. Найти относительное число молекул азота, модули скоростей ко-
торых лежат в интервале скоростей от 〈ݒ〉 до 〈ݒ〉 ൅ ݒ݀ где 	,ݒ݀ ൌ 1

м

с
. Внеш-

ние силы отсутствуют. 
 

Решение. При давлении р = 1 атм и температуре Т = 300 К 
азот можно считать идеальным газом. В отсутствии внеш-
них сил молекулы идеального газа подчиняются закону рас-
пределения Максвелла (2.21): 
 

݂ሺݒሻ ൌ
݀ܰ
ݒ݀ܰ

ൌ ߨ4 ቀ
݉଴

ܶ݇ߨ2
ቁ
ଷ/ଶ

݁ି
௠బ௩మ

ଶ௞்  .ଶݒ

Таким образом, относительное число молекул азота, модули скоростей 
которых лежат в интервале скоростей от 〈ݒ〉 до 〈ݒ〉 ൅  можно определить  ,ݒ݀
по формуле (2.22): 

ௗே

ே
ൌ ߨ4 ቀ

௠బ

ଶగ௞்
ቁ
ଷ/ଶ

݁ି
೘బೡ

మ

మೖ೅  (1)  .ݒଶ݀ݒ

Выражение (1) справедливо, если интервал скоростей ݀ݒ столь мал, что 
изменением функции распределения ݂ሺݒሻ на этом интервале скоростей можно 
пренебречь, считая ее приближенно постоянной. В нашем случае интервал 
ݒ݀ ൌ 1	м/с мал по сравнению со значением средней арифметической скоро-

сти (2.24):     〈ݒ〉 ൌ ට
଼௞்

గ௠బ
ൎ 475

м

с
. 

Подставив в (1) значение средней арифметической скорости (2.24), полу-
чаем решение задачи в общем виде: 

    
ௗே

ே
ൌ

଼√ଶ

గ
ቀ௠బ

గ௞்
ቁ
ଵ/ଶ

݁ି
ర
ഏ݀(2)   .ݒ 

Массу молекулы азота определим по формуле     ݉଴ ൌ
ஜ

ேಲ
, 

где μ ൌ 28 ∙ 10ିଷ 	
кг

моль
;  ஺ܰ ൌ 6,02 ∙ 10ଶଷмольିଵ. 

Дано: 
݌ ൌ 10ହ	Па 
T=300 K 
dv=1 м/с 

dN/N=? 
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Произведя вычисления по формуле (2), получим:      
ௗே

ே
ൌ 1,9 ∙ 10ିଷ. 

Ответ: 0,19 %. 
 
Задача 30. Барометр в кабине летящего самолета все время показывает 

одинаковое давление ݌ ൌ 80	кПа , благодаря чему летчик считает высоту по-
лета h неизменной. Однако температура воздуха изменилась на ∆ܶ ൌ -Ка .ܭ1
кую ошибку  ∆݄ в определении высоты допускает летчик? Считать, что темпе-
ратура не зависит от высоты и что у поверхности Земли давление ݌଴ ൌ 10ହ Па. 
 

Решение. Воспользуемся барометрической форму-
лой (2.28): 

݌ ൌ ଴݁݌
ି
ஜ௚௛
ோ் . 

Барометр в самолете может показывать неиз-
менное давление p при различных температурах ଵܶ и 
Тଶ	за бортом только в том случае, если самолет на-
ходится на различных высотах ݄ଵ и ݄ଶ. Запишем ба-

рометрическую формулу для этих двух случаев: 

݌ ൌ ଴݁݌
ି
ஜ௚௛భ
ோ భ் , 

݌ ൌ ଴݁݌
ି
ಔ೒೓మ
ೃ೅మ                                                      (1) 

Найдем отношение давлений 
௣బ
௣
	в уравнениях (1) и обе части полученных 

равенств прологарифмируем: 

ln
଴݌
݌
	 ൌ

μ݄݃ଵ
ܴ ଵܶ

, 

ln
଴݌
݌
	 ൌ

μ݄݃ଶ
ܴ ଶܶ

.																																																									ሺ2ሻ 

Из соотношений (2) выразим высоты ݄ଵ и ݄ଶ и найдем их разность: 

∆݄ ൌ ݄ଶ െ ݄ଵ ൌ
ܴ ln ቀ

଴݌
݌ ቁ

μ݃
ሺ∆ܶሻ. 

Произведем вычисления: 

∆݄ ൌ
8,3 ∙ ln ൬

10ହ

8 ∙ 10ସ൰

29 ∙ 10ିଷ ∙ 10
∙ 1 ൌ 6,5. 

Дано: 
଴݌ ൌ 10ହ Па 
݌ ൌ 8 ∙ 10ସ Па 
∆ܶ ൌ 1 K 
μ ൌ 29 ∙ 10ିଷкг/моль 
 
∆݄ ൌ?  
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Сделаем проверку размерности: 

ሾ∆݄ሿ ൌ
ሾܴሿ ∙ ሾܶሿ
ሾμሿ ∙ ሾ݃ሿ

ൌ

Дж
ሺмоль ∙ КሻК

кг
моль ∙

м
сଶ

ൌ
Дж ∙ К ∙ моль ∙ сଶ

моль ∙ К ∙ кг ∙ м
ൌ
Дж
Н

ൌ м. 

Ответ: ∆݄ ൌ 6,5 м. 
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Глава 8 
Явления переноса в газах 

§ 50. Средняя длина свободного пробега молекул 

Молекулы газа, находясь в тепловом хаотическом движении, непрерывно 
сталкиваются друг с другом. Под столкновением молекул понимается про-
цесс, при котором скорости движения молекул изменяются по модулю и по 
направлению. Кратчайшее расстояние между центрами молекул при их 
столкновении называется эффективным диаметром молекул σ. От одного 
столкновения до другого молекулы проходят некоторое расстояние, называе-
мое длиной свободного пробега молекулы ߣ. Так как эти расстояния различны, 

то принято говорить о средней длине свобод-
ного пробега молекулы 〈ߣ〉. 

Пусть молекулы представляют собой 
шарики с диаметром, равным σ. 

Мысленно выделим в газе цилиндриче-
ский объем с радиусом r = σ  и длиной обра-
зующей, равной средней арифметической 
скорости движения молекул 〈ݒ〉 (рис.2.8). До-

пустим, что все молекулы в выделенном объеме неподвижны и только одна 
молекула движется по оси цилиндра со скоростью 〈ݒ〉. За 1 секунду эта моле-
кула пройдет путь, равный 〈ݒ〉. Тогда объем выделенного цилиндра  
ܸ ൌ -Движущаяся молекула ударит те молекулы, центры которых ле . 〈ݒ〉ଶߪߨ
жат в выделенном объеме, т. е.	〈ݖ〉 ൌ -где n – число молекул в едини ,	݊〈ݒ〉ଶߪߨ
це объема, а 〈ݖ〉 – среднее число столкновений молекулы в единицу времени. 
Поскольку реально все молекулы движутся, то вместо 〈ݒ〉 в полученное вы-
ражение следует подставить ݒотн ൌ  .т. е ,〈ݒ〉2√

〈ݖ〉 ൌ  (2.31) .݊〈ݒ〉ଶߪߨ2√

 Разделив средний путь, проходимый молекулой за 1 секунду, на число 
столкновений 〈ݖ〉, получим среднюю длину свободного пробега: 

〈ߣ〉 ൌ
〈௩〉

〈௭〉
ൌ ଵ

√ଶగఙమ୬
. (2.32) 

Рис. 2.8 
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Найдем n из уравнения состояния (2.16) и подставим его значение в 
формулу (2.32):  ݊ ൌ

௣

௞்
,	  тогда 

〈ߣ〉 ൌ ௞்

√ଶగఙమ୮
. (2.33) 

Из выражения (2.33) следует, что с увеличением температуры газа длина 
свободного пробега 〈ߣ〉 тоже возрастает, так как увеличивается число молекул 
с большими скоростями. С ростом давления 〈ߣ〉 уменьшается, поскольку воз-
растает число соударений молекул. 

§ 51. Опытные законы явлений переноса 

Особые необратимые процессы, возникающие в термодинамических не-
равновесных системах, называются явлениями переноса. К ним относятся: 
диффузия (перенос массы), теплопроводность (перенос энергии) и вязкость 
или внутреннее трение (перенос импульса). 

1. Диффузией называется процесс выравнивания плотностей (или кон-
центраций) молекул  веществ при их смешении друг с другом. Взаимное про-
никновение веществ происходит в результате беспорядочного движения их 
молекул. Диффузия наблюдается в газах, жидкостях и твердых телах. В ре-
зультате диффузии происходит перенос массы вещества из одного его  слоя в 
другой. 

Для однородного газа в одномерном процессе явление диффузии   опи-
сывается законом  Фика1: 

݀݉ ൌ െܦ
ௗఘ

ௗ௫
 (2.34) ,ݐ݀ݏ݀

где ݀݉ – масса газа, переносимого за 
время dt через площадку ds в направ-
лении нормали х к площадке; ݀ݔ݀/ߩ – 
градиент плотности; D – коэффици-
ент диффузии. Знак минус в уравне-
нии (2.34) показывает, что перенос 
массы происходит в направлении 
убывания плотности, т. е. направление 
переноса массы и направление гради-
ента плотности противоположны. 

Уравнение закона Фика можно 
получить из молекулярно-кинетичес-
ких представлений. Определим массу 
                                                            
1 Адольф Фик (1829–1901) – немецкий ученый. 

ds

x 

〈ߣ〉 〈ߣ〉

݊ ൅
݀݊
ݔ݀

݊ 〈ߣ〉 െ
݀݊
ݔ݀

 〈ߣ〉

Рис. 2.9 
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газа, переходящего через площадку ݀ݏ за время ݀ݐ. Вследствие хаотичности 
теплового движения процесс диффузии происходит вдоль оси х как слева на-
право, так и справа налево, но количество перемещающихся в этих направле-
ниях молекул различно ввиду различия концентрации газа вдоль оси х. Пусть 
массы молекул обеих компонент газа, разделенных площадкой ݀ݏ, одинаковы: 
݉ଵ ൌ ݉ଶ ൌ ݉. Примем равными и эффективные сечения молекул ߪଵ ൌ ଶߪ	 ൌ  .ߪ
В этом случае будут одинаковы и скорости теплового движения ൏ ݒ ൐  моле-
кул (рис. 2.9).  

Слева направо через площадку ݀ݏ пролетают молекулы,  находящиеся от 
площадки на расстоянии, не превышающем длину свободного пробега <λ>. 
Если молекулы находятся  от ݀ݏ на большем, чем <λ> расстоянии, то они ис-
пытывают столкновение с другими молекулами и отклоняются в стороны. 
Допустим, что длина свободного пробега <λ> у молекул, пролетающих через 
площадку ݀ݏ, одинакова.   Считаем, что при столкновениях молекул их кине-
тическая энергия  передается полностью. 

Благодаря хаотичности молекул вдоль оси х движется 1/3 общего коли-
чества молекул, причем половина из них, т.е. 1/6 движется слева направо, а 
вторая половина – справа налево. Тогда через площадку ݀ݏ за время ݀ݐ слева 
направо пролетит число молекул: 

ଵܰ ൌ
ଵ

଺
൏ ݒ ൐ ቀ݊ ൅

ௗ௡

ௗ௫
൏ ߣ ൐ቁ݀(2.35)  ,ݐ݀ݏ 

 где ݊ – концентрация молекул;  
ௗ௡

ௗ௫
	െ градиент концентрации молекул вдоль 

оси ݔ. За то же время ݀ݐ справа налево пролетит число  молекул: 

ଶܰ ൌ
ଵ

଺
൏ ݒ ൐ ቀ݊ െ

ௗ௡

ௗ௫
൏ ߣ ൐ቁ݀(2.36)     .ݐ݀ݏ  

Умножив разность выражений (2.35) и (2.36) на массу молекулы ݉଴, 
найдем массу газа dm, прошедшего в результате диффузии через площадку 
  : ݐ݀ за время		ݏ݀

																										݀݉ ൌ
ଵ

ଷ
݉଴ ൏ ݒ ൐൏ ߣ ൐ 	

ௗ௡

ௗ௫
  (2.37) .ݐ݀ݏ݀

Поскольку произведение ݉଴݊ ൌ  плотность газа, то уравнение (2.37) – ߩ
примет вид 

݀݉ ൌ
ଵ

ଷ
൏ ݒ ൐൏ ߣ ൐

ௗఘ

ௗ௫
 (2.38) .ݐ݀ݏ݀

Это уравнение для стационарной диффузии. Сравнивая (2.38) и (2.34), 
для коэффициента диффузии получаем выражение 

ܦ ൌ
ଵ

ଷ
 (2.39) .〈ݒ〉〈ߣ〉
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Так как 〈ߣ〉 ൌ ݇ܶ/ሺ√2ߪߨଶ݌ሻ, а  〈ݒ〉 ൌ ඥ8ܴܶ/ሺߨμሻ, то коэффициент диф-
фузии  ܦ~ܶଷ/ଶ/ሺߤ√݌ሻ.Таким образом, с увеличением температуры диффузия 
в газах ускоряется, с ростом давления – замедляется. Диффузия в газах с тя-
желыми молекулами протекает медленнее. 

2. Теплопроводностью называется явление переноса внутренней энер-
гии из одного слоя газа в другой. Процесс теплопроводности возникает при 
наличии разности температур в различных слоях газа. 

Для одномерного процесса справедлив закон  Фурье1: 

݀ܳ ൌ െߛ
ௗ்

ௗ௫
 (2.40) ,ݐ݀ݏ݀

где ݀ܳ – количество энергии, пе-
реносимое за время dt через пло-
щадку ds в направлении нормали х 
к этой площадке в сторону умень-
шения температуры; ߛ – коэффи-
циент теплопроводности; dT/dx – 
градиент температуры. Знак ми-
нус показывает, что направление 
переноса энергии противополож-
но направлению градиента темпе-

ратуры (
ௗ்

ௗ௫
	направлен в сторону 

увеличения температуры Т). 
Закон Фурье можно также 

получить из молекулярно-кинети-
ческих представлений. Рассмотрим газ, разделенный площадкой ds (рис. 2.10) 
и имеющий температуры ܶ1 и ܶ2. Поддерживая эти температуры постоянны-
ми, получим стационарный тепловой поток через площадку ݀ݏ. Для простоты 

рассмотрим одномерный поток вдоль оси х с градиентом температуры 
ௗТ

ௗ௫
 . 

Энергия, которой обладают молекулы газа, находящегося в единице объема, 

равна ܧ ൌ
௜

ଶ
݊݇ܶ , где ݅ –  число степеней свободы молекулы, ݊ – число моле-

кул в единице объема; ݇ – постоянная Больцмана. Теплоемкость единицы 

объема 						ܿ௩ߩ ൌ
ௗா

ௗ்
ൌ ݊	

௜

ଶ
 k. Ввиду хаотичности движения молекул будем 

считать, что вдоль оси ݔ движется 1/3 от общего числа молекул. Половина 
молекул  движется слева направо, вторая половина – справа налево. Количе-
ство теплоты, переносимое через  площадку	݀ݏ за время ݀ݐ слева направо: 

݀ܳଵ ൌ
ଵ

଺
݊ ൏ ݒ ൐

௜

ଶ
݇ ቀܶ ൅

ௗ்

ௗ௫
൏ λ ൐ቁ݀(2.41) ,ݐ݀ݏ 

                                                            
1 Жан Батист Жозеф Фурье (1768–1830) – французский ученый. 

ds 

x 

〈ߣ〉 〈ߣ〉

݊ ൅
݀ܶ
ݔ݀

݊ 〈ߣ〉 െ
݀ܶ
ݔ݀

 〈ߣ〉

Рис. 2.10 
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а справа налево:  

݀ܳଶ ൌ
ଵ

଺
݊ ൏ ݒ ൐

௜

ଶ
݇ ቀܶ െ

ௗ்

ௗ௫
൏ ߣ ൐ቁ݀.ݐ݀ݏ								(2.42)   

Найдем разность правых частей уравнений (2.41) и (2.42): 

݀ܳ ൌ
ଵ

଺
݊ ൏ ݒ ൐

௜

ଶ
݇ ൉ 2

ௗ்

ௗ௫
൏ ߣ ൐ ݐ݀ݏ݀ ൌ

ଵ

ଷ
൏ ݒ ൐൏ ߣ ൐ ߩ

ௗ்

ௗ௫
 (2.43)  .ݐ݀ݏ݀

Сравнивая (2.40) и (2.43), для коэффициента теплопроводности получим 

γ= 
	ଵ

	ଷ
൏ ݒ ൐൏ ߣ ൐  .  (2.44)	௩ܿ	ߩ

Анализ выражения (2.44) показывает, что с увеличением температуры 
теплопроводность газа возрастает и не зависит от давления. 

3. Внутреннее трение (вязкость) возникает между двумя слоями газа 
или жидкости, перемещающимися параллельно друг другу с разными по мо-
дулю скоростями. Причиной внутреннего трения в газах является перенос 
импульса из одного слоя в другой. 

В случае одномерного процесса явление вязкости описывается    законом  
Ньютона: 

ܨ݀ ൌ ߟ
ௗ௨

ௗ௫
 (2.45) ,ݏ݀

где dF – сила внутреннего трения, действующая на площадку ds; du/dx – гра-
диент скорости движения слоев в направлении х, перпендикулярном площад-
ке ds; ߟ – коэффициент динамической вязкости. 

Пусть два соприкасающихся слоя газа движутся параллельно друг дру-
гу со скоростями ݑଵ и ݑଶ,			где		ݑ – скорость упорядоченного движения. В 
некоторый момент времени слои обладают импульсами ܭଵ и ܭଶ. В результа-
те теплового движения происходит переход молекул из одного слоя газа в 
другой и импульсы слоев изменяются без внешнего воздействия на них. По-
пав в другой слой, молекулы либо увеличивают свой импульс за счет моле-
кул этого слоя при столкновении с ними (если они двигались медленнее), 

либо уменьшают (если они двигались быстрее). 
В результате импульс слоя, движущегося мед-
леннее, возрастает, а движущегося быстрее – 
уменьшается, т.е. один слой тормозится, другой 
ускоряется, как будто к слоям приложена сила. 
Таков механизм возникновения сил внутреннего 
трения (вязкости).  

Пусть через площадь s , расположенную на 
границе раздела слоев  (рис. 2.11) , переходит за 
время ∆ݐ из одного слоя в другой число молекул Рис. 2.11 
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ܰ ൌ
ଵ

଺
݊ ൏ ݒ ൐ где ൏  , ݐ∆ݏ ݒ ൐ – средняя арифметическая скорость теплового 

движения молекул, ݊ – число молекул в единице объема (концентрация моле-
кул). Подсчитаем суммарный импульс, переносимый через  площадку s. 
Пусть ݑଶ ൐  :ଵ. Импульс, переносимый молекулами из первого слояݑ

ଵܭ ൌ ଵܰ݉଴ݑଵ ൌ
ଵ

଺
 ·m0∙ ݑଵݐ∆ݏ ൏ ݒ ൐ ݊, где ݉଴ – масса одной молекулы. 

Импульс, переносимый из второго слоя: ܭଶ ൌ
ଵ

଺
݉଴ݑଶݐ߂ݏ ൏ ݒ ൐ ݊ . Суммар-

ный импульс, переносимый через s: 

ܭ∆			 ൌ ଶܭ െ ଵܭ ൌ
ଵ

଺
ݏ ൏ ݒ ൐ ଶݑ଴ሺ݉	ݐ∆ െ ଵሻݑ

∆௓

∆௓
 ,  где    ݑଶ െ ଵݑ ൌ  ,ݑ	߂

ݖ∆	 ൌ 2 ൏ ߣ ൐ . Отсюда получим 

ܭ∆	 ൌ
ଵ

଺
݉଴ݏ ൏ ݒ ൐ ݊ݐ∆

∆௨

∆௓
2 ൏ ߣ ൐ൌ

ଵ

ଷ
൏ ݒ ൐൏ ߣ ൐ ݐ∆ݏߩ

∆௨

∆௓
,  (2.46) 

где ߩ ൌ ݉଴݊ – плотность газа. По второму закону Ньютона ∆ܭ ൌ -Срав .ݐ߂ܨ
нивая выражения (2.44) и (2.46), для коэффициента динамической вязкости 
получим 

ߟ ൌ
ଵ

ଷ
൏ ߣ ൐൏ ݒ ൐  (2.47)    .ߩ

Введем обозначение: 

߬ ൌ
ௗி

ௗௌ
ൌ ߟ

ௗ௨

ௗ௭
 , 

где  ߬ – напряжение внутреннего трения; ݀ܨ – касательная сила трения, дейст-
вующая на поверхность слоя ݀〈ݒ〉 ;ݏ – средняя скорость теплового движения 
молекул; 〈ߣ〉 – средняя длина свободного пробега молекул; ߩ – плотность газа. 

Анализ уравнения (2.47) показывает, что  вязкость газа не зависит от 
давления и растет с повышением температуры пропорционально √ܶ	. 

Примечание. В отличие от газов вязкость жидкости с увеличением тем-
пературы уменьшается. В жидкости вязкость определяется силами взаимодей-
ствия молекул. 

Коэффициенты явлений переноса  D, γ и η cвязаны  между собой соот-
ношениями:  η = ߩD, γ = ηܿ௏. Эти коэффициенты сравнительно легко опреде-
ляются экспериментально. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 31. При температуре 0Ԩ и некотором давлении средняя длина 
свободного пробега молекул кислорода равна 9,5 ∙ 10ି଼	м. Чему равно сред-
нее число столкновений в 1 секунду молекул кислорода, если сосуд откачать 
до 0,01 первоначального давления? Температура остается неизменной. 
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Решение. Среднее число столкновений в секунду мо-
лекул кислорода находится по формуле 

〈ݖ〉                     ൌ
〈௩〉

〈ఒ〉
,  (1) 

где 

〈ݒ〉 ൌ ඥ8ܴܶ/ሺߨμሻ;    〈ߣ〉 ൌ
ଵ

√ଶగఙమ୬
.  (2) 

Запишем среднюю длину свободного пробега 〈ߣ〉для двух состояний. Для 
этого из формулы (2.16) найдем число молекул в единице объема ݊ и подста-
вим в уравнение (2): 

〈ଵߣ〉 ൌ
௞ భ்

√ଶగఙమ୮భ
, (3) 

〈ଶߣ〉 ൌ
௞ మ்

√ଶగఙమ୮మ
. (4) 

Разделив уравнение (3) на уравнение (4), получим:    〈ߣଶ〉 ൌ 〈ଵߣ〉 ቀ
௣భ
௣మ
ቁ. 

Тогда по формуле (1) найдем: 

〈ݖ〉 ൌ
〈௩〉

〈ఒమ〉
ൌ

ට
ఴೃ೅
ഏಔ

	

〈ఒభ〉
೛భ
೛మ

. (5) 

По условию:   
௣భ
௣మ

=100; 		μ ൌ 32 ∙ 10ିଷ
кг

моль
. 

Подставляя данные в (5), получим:        〈ݖ〉 ൌ
ට

ఴ∙ఴ,య∙మళయ
య,భర∙యమ∙భబషయ

	

ଽ,ହ∙ଵ଴షఴ∙ଵ଴଴
ൌ 4,5 ∙ 10ି଻. 

Проверим размерность: 

ሾݖሿ ൌ
ሾܴሿ

ଵ
ଶ ∙ ሾܶሿ

ଵ
ଶ ∙ ሾμሿି

ଵ
ଶ

ሾߣሿ
ൌ ൤

Дж ∙ К
моль ∙ К

൨

ଵ
ଶ
∙ ቂ

кг
моль

ቃ
ି
ଵ
ଶ
∙
1
м
ൌ
ටДж
кг
м

ൌ
1
с
ൌ сିଵ. 

Ответ: 4,5 ∙ 10ି଻	cିଵ. 
 

Задача 32. Углекислый газ и азот находятся при одинаковых давлениях 
и температурах. Найдите для этих газов отношения: а) коэффициентов диф-
фузии; б) вязкостей; в) теплопроводностей. Диаметры молекул газов считать 
одинаковыми. 

Дано: 
T=273 K 
〈ଵߣ〉 ൌ 9,5 ∙ 10ି଼	 м 
ଶ݌ ൌ   ଵ݌0,01

〈ݖ〉 ൌ?  
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Решение. а) Коэффициент диффузии 

ܦ ൌ
1
3
〈ݒ〉〈ߣ〉 ൌ

1
3
ඨ
8ܴܶ
μߨ

∙
݇ܶ

ଶpߪߨ2√
. 

Так как диаметры молекул ߪଵ ൌ  ଶ, тоߪ

஽భ
஽మ
ൌ ට

ఓభ
ఓమ

  =0,8. 

б) Коэффициент динамической вязкости 

ߟ ൌ
1
3
 ,ߩ〈ݒ〉〈ߣ〉

где ߩ ൌ  .μ/ሺܴܶሻ݌
Тогда  

ߟ ൌ ܦ ∙
μ݌
ܴܶ

, 

ଵߟ
ଶߟ
ൌ ඨ

μଶ
μଵ
∙
μଵ
μଶ

ൌ ඨ
μଵ
μଶ

ൌ 1,25. 

в) Коэффициент теплопроводности 

ߛ ൌ
ଵ

ଷ
ߩ௏ܿ〈ݒ〉〈ߣ〉 ൌ  ,௏ܿߟ

где ܿ௏ ൌ
௜

ଶ

ோ

ஜ
 – удельная теплоемкость газа,			݅ – число степеней свободы мо-

лекул (см. § 52). 
Таким образом, 

ߛ ൌ ௏ܿߟ ൌ ඨ
μଵ
μଶ
∙
݅ଵ
݅ଶ
∙
μଶ
μଵ

ൌ
݅ଵ
݅ଶ
∙ ඨ
μଶ
μଵ

ൌ 0,96. 

Ответ: 0,8; 1,25; 0,96. 
  

Дано: 
μଵ ൌ 44 ∙ 10ିଷ

кг

моль
  

μଶ ൌ 28 ∙ 10ିଷ
кг

моль
  

݅ଵ ൌ 6, ݅ଶ ൌ 5  

ଶܦ/ଵܦ ൌ?  
ଶߟ/ଵߟ ൌ?  
ଶߛ/ଵߛ ൌ?  
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Глава 9 
ПЕРВОЕ НАЧАЛО ТЕРМОДИНАМИКИ 

§ 52. Внутренняя энергия идеального газа 

Под числом степеней свободы i понимается число независимых парамет-
ров, определяющих положение тела в пространстве. Так, положение матери-
альной точки в пространстве определяется координатами x, y, z, следователь-
но, материальная точка имеет три степени свободы. Все три степени свободы 
– поступательные. Положение твердого тела в пространстве определяется ко-
ординатами  его центра масс x, y, z и углами ߮, ,ߠ ߰	ሺрис. 2.12). Следовательно, 
твердое тело имеет шесть степеней свободы: три поступательные (x, y, z) и три 
вращательные	ሺ߮, ,ߠ ߰ሻ. 

Система, состоящая из n материальных точек, 
не связанных друг с другом, имеет 3n степеней сво-
боды. Две жестко связанные между собой матери-
альные точки имеют пять степеней свободы: три 
поступательные x, y, z, определяющие положение 
центра масс (точка с, рис. 2.13), и две вращательные 
(вокруг осей y и z). Вращение материальных точек 
вокруг оси х лишено смысла.  

Следовательно, каждая жесткая связь уменьшает 
число степеней свободы на единицу: без жесткой связи 
система двух материальных точек имеет шесть степе-

ней свободы: 3n = 3 · 2 = 6, с одной жесткой связью – пять степеней свободы. 
При определении числа степеней свободы молекул атомы, из которых они 

состоят, рассматриваются как материальные точки. Каждая молекула независимо 
от общего числа ее степеней свободы имеет три поступательные степени свобо-
ды. Согласно формуле (2.17) на все три поступательные степени свободы прихо-

дится энергия 〈ܧ〉 ൌ 	3݇ܶ/2. Следовательно, на од-
ну степень свободы приходится энергия в три раза 

меньше, т. е. 
ଵ

ଶ
݇ܶ. Таким образом, на каждую сте-

пень свободы, будь то поступательная, враща-
тельная или колебательная, в среднем приходится 
одинаковая кинетическая энергия, равная 1/2 kT. 
Данное утверждение называется законом равно-
распределения энергии по степеням свободы. 

Рис. 2.12 

Рис. 2.13 
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Тогда средняя энергия молекул 

〈ܧ〉 ൌ
௜

ଶ
݇ܶ, (2.48) 

где ݅	 ൌ 	 ݅пост 	൅	 ݅вращ 	൅ 	2݅кол – суммарное число степеней свободы молеку-
лы, состоящее из поступательных, вращательных и колебательных степеней. 
Заметим, что число колебательных степеней в этой сумме удваивается, так 
как колебательное движение связано с наличием как кинетической, так и по-
тенциальной энергии, т. е. обладает удвоенной энергоемкостью. 

Внутренняя энергия тела – это физическая величина, равная сумме  ки-
нетических энергий беспорядочного движения всех частиц тела (молекул, 
атомов и т. д.) и потенциальных энергий частиц, обусловленных силами их 
межмолекулярного взаимодействия. Во внутреннюю энергию не входят энер-
гия движения тела как целого (его кинетическая энергия) и потенциальная 
энергия, которой может обладать тело в каком-либо силовом поле (гравита-
ционном, магнитном и т. д.). 

Для идеального газа внутренняя энергия представляет собой кинетиче-
скую энергию хаотического теплового движения его молекул. 

Используя выражение (2.48), для внутренней энергии одного моля иде-
ального газа запишем: 

ܷஜ ൌ 〈ܧ〉 ∙ ஺ܰ ൌ
݅
2
݇ܶ ∙ ஺ܰ ൌ

݅
2
ܴܶ, 

где ஺ܰ – число Авогадро; R – универсальная газовая постоянная. 
Внутренняя энергия U произвольно взятой массы идеального газа m  оп-

ределяется формулой 

ܷ ൌ
݉
μ
݅
2
ܴܶ, 

а изменение внутренней энергии 

ܷ݀ ൌ
௠

ஜ

௜

ଶ
ܴ݀ܶ. (2.49) 

Внутренняя энергия является однозначной функцией состояния систе-
мы, т. е. зависит только от параметров состояния p, V, T и т. д. и не зависит от 
способа, каким это состояние достигнуто. 

Внутренняя энергия возрастает при увеличении температуры тела, так 
как при этом возрастает кинетическая энергия частиц. Если холодное тело 
соприкасается с горячим, то внутренняя энергия холодного тела увеличивает-
ся, а горячего – уменьшается. Этот процесс происходит до тех пор, пока тем-
пературы тел не сравняются. 

Количеством теплоты называется физическая величина, равная внут-
ренней энергии, перешедшей от одного тела к другому при их контакте или 
излучении. Количество теплоты измеряется в джоулях (Дж). 
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Внутреннюю энергию тела можно увеличить, если телу передать какое-
либо количество теплоты или над телом совершить работу. При нагревании 
тела массой m от температуры t1 до t2 ему необходимо передать количество 
теплоты 

ܳ ൌ ܿ݉ሺݐଶ 	െ  ଵሻ,  (2.50)ݐ

где с – удельная теплоемкость вещества тела. 
Удельной теплоемкостью называется физическая величина, равная  ко-

личеству теплоты, которое нужно сообщить единице массы вещества для из-
менения его температуры на один градус. Удельная теплоемкость измеряется 
в джоулях на килограмм-кельвин (Дж / (кг·К)). 

Теплоемкостью тела называется физическая величина С, равная отно-
шению количества теплоты, сообщаемой телу, к изменению температуры те-
ла:  ܥ	 ൌ 	ܳ	/	∆ܶ. Теплоемкость тела измеряется в джоулях на кельвин (Дж/К). 

Энергия, переданная термодинамической системе внешними телами при 
их силовом взаимодействии, называется работой. В процессе совершения 
работы от одного тела к другому передается энергия упорядоченного движе-
ния. При передаче теплоты энергия хаотического движения одной системы 
переходит к другой системе. 

§ 53. Работа в термодинамике 

При расширении газа совершается работа. Допустим, что газ заключен в 
сосуд, отделен от окружающего пространства невесомым поршнем и занимает 
объем ଵܸ (рис. 2.14). Давление газа в сосуде уравновешено давлением атмо-
сферы р (процесс изобарный). Повысим температуру газа под поршнем. Тогда 
газ, расширяясь, поднимет поршень на величину ∆݄, совершая работу 

	ܣ ൌ  ,݄∆ܨ	

где F = pS – сила давления атмосферы, S – площадь поршня. 
Следовательно, работа газа 

	ܣ ൌ 	݄∆ܵ݌	 ൌ 	,ܸ∆݌	

где ∆ܸ	 ൌ 	 ଶܸ	–	 ଵܸ – изменение объема газа при нагревании. 
Если поршень передвигается на бесконечно малое 

расстояние dh, то при этом производится работа 
	ܣ݀ ൌ  Полная работа, совершаемая газом при .ܸ݀݌	
изменении его объема от ଵܸ	до	 ଶܸ, определяется интег-
рированием: 

ܣ                            ൌ ׬ ܸ݀݌
௏మ
௏భ

. (2.51) 
Рис. 2.14 



143 

Давление р – величина всегда положительная.    При расширении газа  
dV > 0 газ совершает положительную работу. Если газ сжимается, то dV < 0 и 
работа A < 0. В этом случае положительную работу над газом совершают 
внешние силы. 

§ 54. Первое начало термодинамики 

Первый закон (начало) термодинамики является законом сохранения и 
превращения энергии в тепловых процессах.  

При переходе системы из одного состояния в другое внутренняя энергия 
системы изменяется. Это изменение (в общем случае) происходит за счет теп-
лообмена с другими системами или при совершении работы. 

Первый закон термодинамики гласит: изменение внутренней энергии 
системы ∆ܷ при ее переходе из одного состояния в другое равно сумме рабо-
ты А' внешних сил и количества теплоты Q, переданного системе: 

∆ܷ	 ൌ 	А′	 ൅ 	ܳ.	

Если вместо работы А' внешних сил рассматривать работу системы над 
внешними телами А = –А', то первый закон термодинамики примет вид 

ܳ	 ൌ 	∆ܷ	 ൅  (2.52) .ܣ	

Количество теплоты, переданное системе, расходуется на увеличение  
внутренней энергии системы и на совершение системой работы над внешни-
ми телами. 

Запишем выражение (2.52) в дифференциальной форме: 

݀′ܳ	 ൌ 	ܷ݀	 ൅  (2.53) ,ܣ′݀	

где  dU – бесконечно малое изменение внутренней энергии; d'A – элементар-
ная работа; d'Q – бесконечно малое изменение количества теплоты. Если dU 
является полным дифференциалом, то d'A и d'Q являются неполными диффе-
ренциалами, а   функционалами, они зависят от вида функции, описывающей 
переход из одного состояния в другое (поэтому символы dQ и dA снабжены 
штрихами). 

Интеграл ׬ ܷ݀ ൌ ܷଶ െ ଵܷ
ଶ
ଵ  равен разности значений функции U в состоя-

ниях 2 и 1 и не зависит от пути совершения процесса. 

Интегралы ׬ ݀ᇱܣ
ଶ
ଵ ൌ ׬	 ଵିଶ иܣ ݀ᇱܳ

ଶ
ଵ ൌ ܳଵିଶ	 зависят от того, по какому 

пути протекает процесс, т. е. ܣଵିଶ  не равно  ܣଶ െ  не равно ܳଶ	ଵ и  ܳଵିଶܣ െ ܳଵ.  
Если термодинамическая система возвращается в первоначальное со-

стояние, то dU = 0 и согласно первому началу термодинамики (2.53) 
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݀ᇱܳ ൌ -т. е. невозможно создать вечный двигатель первого рода, кото , ܣ′݀
рый совершал бы бóльшую работу, чем количество энергии, подведенное 
извне к системе. 

§ 55. Кинетическая теория теплоемкостей 

В § 52 дано понятие теплоемкости тела и удельной теплоемкости веще-
ства. Однако при расчете процессов в газах чаще пользуются понятием мо-
лярной теплоемкости. Молярной теплоемкостью называется физическая ве-
личина ܿஜ, равная отношению количества теплоты, полученного веществом, к 
числу молей этого вещества и изменению его температуры: 

ܿஜ ൌ ݀ܳ
ቀ
௠

ஜ
∙ ݀ܶቁ൘  . 2.54) 

Молярные и удельные теплоемкости связаны соотношением ܿஜ ൌ ܿμ	 , 
где μ – молярная масса. 

Различают молярную теплоемкость при постоянном объеме с௏ и моляр-
ную теплоемкость при постоянном давлении с௣. 

Пусть имеется один моль газа при постоянном объеме, т. е. V = const. За-
пишем первое начало термодинамики: 

݀ᇱܳ ൌ ܷ݀ ൅ 	.ܣ′݀

Так как ݀ᇱܣ ൌ ܸ݀	 а ,ܸ݀݌ ൌ 0, то ݀ᇱܳ ൌ ܷ݀. Согласно (2.49) ݀ᇱܳ ൌ
௜

ଶ
ܴ݀ܶ,	по 

формуле (2.54) определим молярную теплоемкость при постоянном объеме: 

 с௏ ൌ
ௗᇲொ

ௗ்
ൌ

௜

ଶ
ܴ. (2.55) 

Пусть имеется один моль газа при постоянном давлении, т. е. p = const. 
Тогда 

݀ᇱܳ ൌ ܷ݀ ൅ ݀ᇱܣ ൌ
݅
2
	ܴ݀ܶ ൅ ܸ݀	݌ ൌ

݅
2
	ܴ݀ܶ ൅ ܴ݀ܶ, 

с௣ ൌ
ௗᇲொ

ௗ்
ൌ

௜

ଶ
ܴ ൅ ܴ ൌ с௏ ൅ ܴ. (2.56) 

Сопоставляя выражения (2.55) и (2.56), получим уравнение  Майера1: 

с௣ ൌ с௏ ൅ ܴ. (2.57) 

                                                            
1 Юлиус Роберт Майер (1814–1878) – немецкий врач. 
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Молярная теплоемкость измеряется в джоулях на моль-кельвин (Дж / 
(моль·К)). Из выражений (2.55) и (2.56) следует, что молярные теплоемкости 
зависят только от числа степеней свободы молекул и не зависят от температу-
ры. Данное утверждение справедливо в широком диапазоне температур толь-
ко для одноатомного идеального газа. 

§ 56. Изопроцессы в газах 

Изопроцессами называются равновесные процессы, при протекании ко-
торых один из основных параметров состояния остается постоянным. 

Изотермический процесс подчиняется 
закону Бойля–Мариотта: в изотермическом 
процессе, протекающем при постоянной 
температуре (Т = сonst), произведение дав-
ления р данной массы газа на его объем V 
есть величина постоянная: ݌ଵ ଵܸ 	ൌ 	 ଶ݌ ଶܸ 	ൌ	
ൌ	. . . ൌ 	 ଴݌ ଴ܸ или        ܸ݌	 ൌ 	const.	

Графиком процесса в p, V координатах 
является гипербола (рис. 2.15), которую в 
физике называют изотермой. С повышением 
температуры газа изотерма удаляется от на-
чала координат. 

Применим первое начало термодинамики к изотермическому процессу: 

݀ᇱܳ ൌ ܷ݀ ൅ 	,	ܣ′݀

но ܷ݀ ൌ
௠

ஜ
ܿ௏݀ܶ.		При Т = const  dU = 0, следовательно, d'Q = d'A. Все тепло, 

подведенное к термодинамической системе в изотермическом процессе, идет 
на совершение системой работы против внешних сил. 

Найдем работу изотермического расширения газа, используя уравнения 
(2.13), (2.51): 

ଵିଶܣ ൌ ׬ ܸ݀݌
ଶ
ଵ ൌ ׬

௠

ஜ
ܴܶ

ௗ௏

௏
ൌ

௠

ஜ
ܴܶ ln

௏మ
௏భ
ൌ

௠

ஜ
ܴܶ ln

௣మ
௣భ

ଶ
ଵ . (2.58) 

На графике (см. рис. 2.15) работа изображается площадью заштрихован-
ной фигуры abcd. 

Все медленно протекающие процессы приближенно можно считать  изо-
термическими. 

Изохорический процесс подчиняется закону Шарля: в изохорическом 
процессе, протекающем при постоянном объеме (V = const), отношение дав-
ления данной массы газа к его абсолютной температуре есть величина по-
стоянная: 

Рис. 2.15 
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௣భ
			 భ்

	ൌ ௣మ

మ்
ൌ	. . . ൌ ௣బ

బ்
 или   ௣

்
ൌ 	const.	

На рис.2.16 представлены графики изохорического процесса в различных 
координатах. 

 
Применим к изохорическому процессу первое начало термодинамики: 

݀ᇱܳ ൌ ܷ݀ ൅ 	.	ܣ′݀

Так как V = const,   ݀ᇱܣ ൌ ܸ݀	݌ ൌ 0	.	
В изохорическом процессе газ работу над внешними телами не соверша-

ет. Сообщаемая газу теплота идет на увеличение внутренней энергии: 

݀ᇱܳ ൌ ܷ݀	.	

Но ܷ݀ ൌ
௠

ஜ
ܿ௏݀ܶ, интегрируя данное выражение, получим 

ܷଶ െ ଵܷ ൌ
௠

ஜ
ܿ௏ሺ ଶܶ െ ଵܶሻ.  (2.59) 

Используя уравнение Майера (2.57), представим ܿ௏ в виде 
ܿ௏ܴ
ܴ

ൌ
ܿ௏ܴ

ܿ௣ െ ܿ௏
ൌ

ܴ
ߛ െ 1

, 

где	ߛ	 ൌ ܿ௣/ܿ௏— показатель адиабаты. Тогда из уравнения (2.59) для измене-
ния внутренней энергии запишем: 

ܷଶ െ ଵܷ ൌ
݉
μ

ܴ
ߛ െ 1

ሺ ଶܶ െ ଵܶሻ ൌ
ଶܸ݌ െ ଵܸ݌
ߛ െ 1

ൌ
ܸ

ߛ െ 1
ሺ݌ଶ െ  .ଵሻ݌

Изобарический процесс подчиняется закону Гей-Люссака: в изобариче-
ском процессе, протекающем при постоянном давлении (р = const), отноше-
ние объема данной массы газа к его абсолютной температуре есть величина 
постоянная: 

௏భ

భ்
	ൌ ௏మ

మ்
ൌ	. . . ൌ ௏బ

బ்
   или     ௏

்
	ൌ 	const.	

Рис. 2.16 
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Графики изобарического процесса изображены на рис. 2.17. 
Применим к изобарическому процессу первое начало термодинамики: 

݀ᇱܳ ൌ ܷ݀ ൅ ݀ᇱܣ ൌ ܷ݀ ൅ ܸ݀݌ ൌ ݀ሺܷ ൅ ሻ	ܸ݌ ൌ
݉
μ
ܿ௏݀ܶ ൅ 	.ܸ݀݌

Функцию  H = U + pV называют энтальпией (тепловой функцией). По-
добно внутренней энергии энтальпия является функцией состояния системы. 

Количество подведенной теплоты 

ܳଵିଶ ൌ
݉
μ
ܿ௏ሺ ଶܶ െ ଵܶሻ ൅ ሺ݌ ଶܸ െ ଵܸሻ ൌ

݉
μ
ܿ௏ሺ ଶܶ െ ଵܶሻ ൅

݉
μ
ܴሺ ଶܶ െ ଵܶሻ ൌ

ൌ
݉
μ
ሺ ଶܶ െ ଵܶሻሺܿ௏ ൅ ܴሻ ൌ

݉
μ
ܿ௣ሺ ଶܶ െ ଵܶሻ. 

Работа газа в изобарическом процессе		݀ᇱܣ ൌ ଵିଶܣ или ܸ݀	݌ ൌ ݌ ଶܸ െ ݌ ଵܸ	 
и определяется площадью заштрихованного прямоугольника (рис. 2.17). 

Применив уравнение состояния (2.13), получим 

ଵିଶܣ ൌ
௠

ஜ
ܴሺ ଶܶ െ ଵܶሻ. (2.60) 

Если разность температур ሺ ଶܶ െ ଵܶሻ = 1 К, то для одного моля газа  
௠

ஜ
ൌ 1		 и работа ܣଵିଶ ൌ ܴ .Отсюда вытекает физический смысл R: универсаль-

ная газовая постоянная численно равна работе изобарического расширения 
одного моля идеального газа при его нагревании на один кельвин. 

§57. Адиабатический процесс 

Процесс, протекающий без теплообмена с внешней средой, называется 
адиабатическим. Все быстро протекающие процессы приближенно можно 
считать адиабатическими. В отсутствие теплообмена с внешней средой   
݀′ܳ	 ൌ 	0. 

Запишем первое начало термодинамики:   ݀ᇱܳ ൌ ܷ݀ ൅ ݀ᇱܣ	. 
Подставим в него выражения для внутренней энергии 

Рис. 2.17 
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ܷ݀ ൌ
௠

ஜ
ܿ௏݀ܶ  и   работы   ݀ᇱܣ ൌ  получим  ;	ܸ݀݌

݀ᇱܳ ൌ
௠

ஜ
ܿ௏݀ܶ ൅ т. к. ݀ᇱܳ    ,ܸ݀݌ ൌ 0, то 

ܸ݀݌ ൌ െ
௠

ஜ
ܿ௏݀ܶ. (2.61) 

Возьмем дифференциал от обеих частей уравнения состояния   идеально-
го газа: 

ܸ݌ ൌ
݉
μ
ܴܶ, 

получим 
ܸ݀݌ ൅ ݌ܸ݀ ൌ

௠

ஜ
ܴ݀ܶ. (2.62) 

Просуммируем уравнения (2.61) и (2.62), предварительно умножив (2.61) 
на  ܴ/ܿ௏: 

ܸ݀݌ ൅ ݌ܸ݀ ൅
ܴܸ݀݌
ܿ௏

ൌ 0 

или 

ܸ݀݌ ቀ1 ൅
ோ

௖ೇ
ቁ ൅ ݌ܸ݀ ൌ 0. (2.63) 

Используя уравнение Майера (2.57), преобразуем выражение 

1 ൅
ܴ
ܿ௏
ൌ 1 ൅

ܿ௣ െ ܿ௏
ܿ௏

ൌ
ܿ௣
ܿ௏
ൌ  .ߛ

С учетом этого выражение (2.63) запишется в виде 

ܸ݀	݌	ߛ ൅ ݌݀	ܸ ൌ 0	.	

Поделим полученное уравнение на произведение рV: 

	ߛ
ܸ݀
ܸ
൅
݌݀
݌
ൌ 0.	 

Интегрируя данное уравнение в пределах от	 ଵܸ	до	 ଶܸ	и	от	рଵ	до		рଶ, а за-
тем потенцируя его, получим уравнение Пуассона: 

ଵ݌ ଵܸ
ఊ ൌ ଶ݌ ଶܸ

ఊ 
или 

ఊܸ݌ ൌ const. (2.64) 
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Применив уравнение состояния, выражение (2.64) приведем к виду 

ܸܶఊିଵ ൌ ݌ܶ			,ݐݏ݊݋ܿ
భషം
ം ൌ const.	 (2.65) 

На рис. 2.18 представлены две кривые: 1 – адиабата, 2 – изотерма. Как 
видно из рисунка, адиабата идет круче, чем изотерма. 

Согласно первому началу термодинамики работа в адиабатическом  про-
цессе ݀ᇱܣ ൌ െܷ݀, так как ݀ᇱܳ ൌ 0 . Тогда 

ଵିଶܣ ൌ െ
݉
μ
ܿ௏ሺ ଶܶ െ ଵܶሻ ൌ

݉
μ

ܴ
ߛ െ 1

ሺ ଵܶ െ ଶܶሻ ൌ
ଵ݌ ଵܸ െ ଶ݌ ଶܸ

ߛ െ 1
ൌ 

ൌ
௣భ௏భ
ఊିଵ

ቀ1 െ
௣మ௏మ
௣భ௏భ

ቁ ൌ
௣భ௏భ
ఊିଵ

൤1 െ
௣మ௏మ

ം

௣భ௏భ
ം ቀ

௏భ
௏మ
ቁ
ఊିଵ

൨ ൌ
௣భ௏భ
ఊିଵ

൤1 െ ቀ
௏భ
௏మ
ቁ
ఊିଵ

൨. 

Согласно уравнению состояния:  ݌ଵ ଵܸ ൌ
௠

ஜ
ܴ ଵܶ, следовательно, работа 

 

ଵିଶܣ ൌ
௠

ஜ

ோ భ்

ఊିଵ
൤1 െ ቀ௏భ

௏మ
ቁ
ఊିଵ

൨. (2.66) 

 
Работа в адиабатическом процессе со-

вершается за счет уменьшения  внутренней 
энергии газа. Если над газом производят ра-
боту внешние силы, сжимая его, то внутрен-
няя энергия и температура газа возрастают. 

Работа в р–V координатах определяется 
площадью фигуры abcd, заштрихованной на 
рис. 2.18. 

§૞ૡ.  Политропический процесс 

Политропическим называется процесс, протекающий при постоянной 
теплоемкости ܥ ൌ ݀ܳ ሺ⁄

௠

ఓ
	݀ܶሻ ൌ const . Найдем уравнение этого процесса 

для идеального газа. Запишем уравнение первого начала термодинамики 
(2.51) :             ݀ܳ ൌ

௠

ఓ
ܿ௩݀ܶ ൅  но     ,ܸ݀݌

݀ܳ ൌ
௠

ఓ
 (2.67) . ܶ݀ܥ

Приравнивая правые части уравнений (2.51)  и (2.67) , получим 

௠

ఓ
ܶ݀ܥ ൌ

௠

ఓ
	ܿ௩݀ܶ ൅  или  ܸ݀݌

Рис. 2.18 
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௠

ఓ
ൌ ሺܥ െ с௩ሻ݀ܶ ൌ  (2.68) . ܸ݀݌

Умножим правую и левую части выражения (2.68)  на ܴ – универсаль-
ную газовую постоянную:    

௠

		ఓ
ൌ ሺܥ െ с௩ሻܴ݀ܶ ൌ  (2.69) .ܴܸ݀݌

Поскольку        
௠

ఓ
	ܴ݀ܶ ൌ ݀ሺܸ݌ሻ ൌ ܸ݀݌ ൅ ܸ݀ܲ, то уравнение (2.69) запи-

шется в виде	ሺܥ െ с௩ሻሺܸ݀݌ ൅ ሻ݌ܸ݀ ൌ  ,ܸ݀݌ܴ

ሺܥ െ с௩ െ ܴሻܸ݀݌ ൅ ሺܥ െ ܿ௩ሻܸ݀݌ ൌ 0.  (2.70) 

Поделим (2.70) на ܸ݌, получим 

ሺܥ െ ܿ௩ െ ܴሻ
ௗ௏

௏
൅ ሺܥ െ ܿ௩ሻ

ௗ௣

௣
ൌ 0 , 

൫ܥ െ ܿ௣൯
ௗ௏

௏
൅ ሺܥ െ ܿ௩ሻ

ௗ௣

௣
ൌ 0. (2.71) 

Введем обозначение:                      ݊ ൌ
஼ିс೛
஼ି௖ೡ

 , (2.72) 

где n – показатель политропы. Поделим (2.71) на ܥ െ ܿ௩,	 считая ܥ ് ܿ௩, полу-
чим 

݊
ௗ௏

௏
൅

ௗ௣

௣
ൌ 0. (2.73) 

Интегрируя и потенцируя (2.73), получим  уравнение политропы газа: 

рܸ௡ ൌ const. (2.74) 

Решив уравнение (2.71) относительно С,   найдем выражение для тепло-
емкости идеального газа при политропическом процессе:  

С ൌ ሺ݊с௩ െ ܿ௣ሻ ሺ݊ െ 1ሻ⁄ . 

В табл. 2,1 занесены показатели  политропы  для различных изопроцес-
сов.  

Для изохорического процесса уравнение (2.74) представим в виде:  

ܸр
ଵ ௡ൗ ൌ cons	t. При ݊ ൌ ∞ получим уравнение изохорического процесса: 

ܸ ൌ const. 
Работу газа в политропических  процессах  можно определить по форму-

лам (2.66), заменив   γ   на n. 
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Таблица 2.1 

Процесс n 
 Изобарический 
Изотермический 
Адиабатический 
Изохорический 

0 
1 
γ 
∞ 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 33. Найти среднюю кинетическую энергию 〈ܧВ〉 вращательного 
движения одной молекулы кислорода при температуре T =350K , а также ки-
нетическую энергию ЕК вращательного движения всех молекул кислорода, 
масса которого m = 4 г. 
 

Решение. На каждую степень свободы молекулы газа 

приходится одинаковая средняя энергия Еଵ ൌ
ଵ

ଶ
݇ܶ.	Так 

как вращательному движению двухатомной молекулы 
(молекула кислорода – двухатомная) соответствуют 
две степени свободы, то средняя энергия вращательно-
го движения молекулы кислорода: 

〈Вܧ〉 ൌ 2
ଵ

ଶ
݇ܶ ൌ ݇ܶ.  (1) 

Кинетическая энергия вращательного движения всех молекул заданного 
количества газа: 

ЕК ൌ  (2) ,ܰ〈Вܧ〉

где N – число молекул газа, которое можно определить по формуле 

ܰ ൌ ஺ܰ
݉
μ
. 

Тогда ЕК ൌ ஺ܰ
௠

ஜ
 .〈Вܧ〉

Произведем вычисления: 

〈Вܧ〉 ൌ ݇ܶ ൌ 1,38 ∙ 10ିଶଷ ∙ 350	Дж ൌ 4,83 ∙ 10ିଶଵ	Дж, 

	ЕК ൌ 6,02 ∙ 10ଶଷ ∙
4 ∙ 10ିଷ

32 ∙ 10ିଷ
4,83 ∙ 10ିଶଵ	Дж ൌ 364	Дж. 

Ответ: 〈ܧВ〉 ൌ 4,83 ∙ 10ିଶଵ	Дж ;    ЕК ൌ 364	Дж. 

Дано: 
µ=32·10-3 кг/моль 
T=350К 
m=4·10-3 кг 

〈Вܧ〉 ൌ? ЕК ൌ? 
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Задача 34. 12 г идеального газа занимают объем 4 ∙ 10ିଷ м3  при темпе-
ратуре 7Ԩ. После нагревания газа при постоянном давлении его плотность 
стала равна 6 ∙ 10ିସ г/см3. До какой температуры нагрели газ? 

 
Решение. Запишем уравнение Менделеева–
Клапейрона для двух состояний газа: 

                           ቐ
ଵ݌ ଵܸ ൌ

௠

ஜ
ܴ ଵܶ,

ଶ݌ ଶܸ ൌ
௠

ஜ
ܴ ଶܶ.

  (1) 

Процесс изобарный ሺрଵ 	ൌ 	рଶ 	ൌ 	݌	 ൌ 	constሻ, а плотность газа после на-
гревания 

ଶߩ ൌ
௠

௏మ
.  (2) 

С учетом уравнения (2) приведем систему уравнений (1) к виду: 

ቐ
݌ ଵܸ ൌ

௠

ஜ
ܴ ଵܶ,

݌ ൌ
௠

௏మ

ோ మ்

ஜ
,
		или   ቐ

݌ ଵܸ ൌ
௠

ஜ
ܴ ଵܶ,

݌ ൌ ଶܴߩ
మ்

ஜ
.
		 (3) 

Из уравнений (3) найдем     ଶܶ ൌ
௠ భ்

௏భఘమ
. 

Произведем вычисления и проверку размерности: 

ଶܶ ൌ
12 ൉ 10ିଷ ∙ 280
4 ∙ 10ିଷ ∙ 0,6

ൌ 1400, ሾܶሿ ൌ ቈ
кг
мଷ

∙ К ∙
мଷ

кг
቉ ൌ К. 

Ответ: 1400 К. 
 
Задача 35. Кислород массой m = 2 кг занимает объем V1 = 1 м3 и нахо-

дится под давлением p1 = 0,2 МПа. Газ был нагрет сначала при постоянном 
давлении до объема V2 = 3 м3, а затем при постоянном объеме до давления  
p3 = 0,5 МПа. Найти изменение ∆U внутренней энергии газа, совершенную им 
работу A и теплоту Q, переданную газу. Построить график процесса. 

 
Решение. График процесса приведен на рисунке 
к задаче. Изменение внутренней энергии газа, 
согласно формуле (2.49), можно определить: 

                              ∆ܷ ൌ
௠

ஜ

௜

ଶ
ܴ∆ܶ, (1) 

где ∆ܶ ൌ ଷܶ െ ଵܶ— разность температур газа в 
конечном и начальном состояниях. 
 

Дано: 
M = 12·10-3 кг 
ଵܸ ൌ 4 ∙ 10ିଷ	мଷ  
ଵܶ ൌ 273 ൅ 7 ൌ   ܭ	280

ଶߩ  ൌ 0,6кг/мଷ 

ଶܶ ൌ?  

Дано: 
m = 2 кг 
V1 = 1 м3 
p1 = 0,2 ·106 Па 
V2 = 3 м3 
p3 = 0,5 ·106 Па 
µ = 32 ·10–3 кг/моль 
i = 5 (двухатомный газ) 
∆U = ? A = ? Q = ? 
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Эти температуры найдем из уравнения Менделеева–Клапейрона: 

ቐ
ଵܶ ൌ

௣భ௏భஜ

௠ோ
,

ଷܶ ൌ
௣య௏మஜ

௠ோ
.
  (2) 

Из уравнений (2) найдем ∆Т и под-
ставим в уравнение (1): 

∆ܷ ൌ
݉
μ
݅
2
ܴሺ݌ଷ ଶܸ െ ଵ݌ ଵܸሻ	

μ
ܴ݉

 

или  

ܷ߂ ൌ
݅
2
ሺ݌ଷ ଶܸ െ ଵ݌ ଵܸሻ. 

Произведем вычисления: 
ΔU=3,24Дж. 

Полная работа газа, совершаемая 
на участке 1–2–3:    ܣ ൌ ଵିଶܣ ൅  .ଶିଷܣ

Работа газа, нагреваемого при постоянном объеме, равна нулю, т. е. 

ଶିଷܣ ൌ 0. 

Следовательно, полная работа, совершаемая газом: 

ܣ ൌ ଵିଶܣ ൌ ଵሺ݌ ଶܸ െ ଵܸሻ. (3) 

После вычислений получим: ܣ ൌ 0,2 ∙ 10଺ ∙ ሺ3 െ 1ሻДж ൌ 0,4 ∙ 10଺	Дж ൌ	
ൌ 0,4	МДж.	

Согласно первому началу термодинамики  теплота Q, переданная газу, 
равна:    ܳ ൌ ∆ܷ ൅ ܳ    :Таким образом			.ܣ ൌ ሺ3,24 ൅ 0,4ሻМДж ൌ 3,64	МДж. 

	
Ответ: ∆U =3,24 МДж;   А =0,4 МДж;   Q =3,64 МДж. 

 
  

Рис. к задаче 35 
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Глава 10 
ВТОРОЕ НАЧАЛО ТЕРМОДИНАМИКИ 

§ 59. Круговые обратимые и необратимые процессы. 
Цикл Карно 

Круговыми называются процессы (циклы), при которых термодинамиче-
ская система после ряда изменений возвращается в исходное состояние. В 
координатах р–V круговые процессы изображаются в виде замкнутых кривых. 

Круговой процесс называется обратимым, если система, выведенная  из 
какого-либо состояния, вновь возвращается в это состояние и при этом не 
происходит никаких изменений в окружающей среде. Процесс, не удовлетво-
ряющий этим условиям, называется необратимым. Любой равновесный про-
цесс является обратимым. 

Работа газа за цикл в координатах р–V определяется площадью, охваты-
ваемой замкнутой кривой. Цикл называется прямым, если эта работа положи-
тельна. Прямой цикл используется в тепловых машинах. Если работа за цикл 
отрицательна, то цикл называется обратным. Обратный цикл используется в 
холодильных машинах. 

Тепловым двигателем называют устройство, преобразующее теплоту в 
работу. К тепловым двигателям относятся паровые турбины, двигатели внут-
реннего сгорания, реактивные и ракетные двигатели. 

Тепловой двигатель состоит из нагревателя, рабочего тела и холодильни-
ка (рис. 2.19). К рабочему телу подводится теплота ܳଵ  от нагревателя, имею-
щего температуру Тн. Газ, нагреваясь, расширяется. При этом совершается 
положительная работа А. Однако далеко не вся теплота ܳଵ превращается в 

работу. Значительная ее часть ܳଶ выбра-
сывается в холодильник, который имеет 
температуру Тх. Роль  нагревателя в двига-
телях внутреннего сгорания выполняет 
цилиндр, в котором происходит сгорание 
топлива, а роль холодильника – окружаю-
щая атмосфера, куда выбрасываются вы-
хлопные газы. 

Согласно закону сохранения энергии 
работа, совершаемая тепловым двигате-
лем, равна 

А	 ൌ 	ܳଵ	–	ܳଶ.	

Рис. 2.19
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Коэффициентом полезного действия η  теплового двигателя называется 
физическая величина, равная отношению работы А, совершаемой двигателем, 
к количеству теплоты		ܳଵ,	 полученному от нагревателя: 

ߟ ൌ
஺

ொభ
ൌ

ொభିொమ
ொభ

ൌ 1 െ
ொమ
ொభ

. (2.75) 

Французский физик  Карно1 показал, что наиболее экономным является 
идеальный обратимый цикл, состоящий из двух изотерм и двух адиабат, по-
лучивший название цикла Карно. Рассмотрим 
прямой цикл Карно, в котором в качестве 
рабочего тела используется идеальный газ 
(рис. 2.20). На кривых стрелками показано 
направление процесса. 

Кривая 1–2 – изотермическое расшире-
ние газа ( ଵܶ = соnst).  Чтобы поддерживать в 
процессе расширения температуру ଵܶ посто-
янной, к газу подводится теплота ܳଵ . 

Кривая 2–3 – адиабатическое расшире-
ние газа. Согласно уравнению Пуассона 
(2.65) запишем: 

ଵܶ ଶܸ
ఊିଵ ൌ ଶܶ ଷܸ

ఊିଵ. (2.76) 

Кривая 3–4 – изотермическое сжатие, протекающее при температуре 
ଶܶ = const. Чтобы поддерживать температуру ଶܶ постоянной, от газа отбирает-

ся теплота ܳଶ. 
Кривая 4–1 – адиабатическое сжатие газа, определяется уравнением 

(2.64): 

ଵܶ ଵܸ
ఊିଵ ൌ ଶܶ ସܸ

ఊିଵ. (2.77) 
 

Используя формулы (2.58) и (2.66), найдем работу А, совершаемую газом 
в цикле Карно: 

ܣ ൌ ଵିଶܣ ൅ ଶିଷܣ ൅ ଷିସܣ ൅ ସିଵܣ ൌ	

ൌ
݉
μ
ܴ ଵܶ ln

ଶܸ

ଵܸ
൅
݉
μ
ܿ௏ሺ ଵܶ െ ଶܶሻ ൅

݉
μ
ܴ ଶܶ ln

ସܸ

ଷܸ
െ
݉
μ
ܿ௏ሺ ଵܶ െ ଶܶሻ ൌ	

                                         ൌ
௠

ஜ
ܴ ଵܶ ln

௏మ
௏భ
൅

௠

ஜ
ܴ ଶܶ ln

௏ర
௏య

 . (2.78) 

Поделив уравнения (2.76) на (2.77), получим 

                                                            
1 Никола Леонар Сади Карно (1796–1833) – французский физик. 

Рис. 2.20 
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ଶܸ

ଵܸ
ൌ ଷܸ

ସܸ
. 

Тогда выражение (2.78) примет вид 

ܣ ൌ
௠

ஜ
ܴ ଵܶ ln

௏మ
௏భ
െ

௠

ஜ
ܴ ଶܶ ln

௏మ
௏భ
ൌ

௠

ஜ
ܴሺ ଵܶ െ ଶܶሻ ln

௏మ
௏భ

. (2.79) 

Таким образом, работа газа в цикле Карно определяется разностью тем-
ператур нагревателя и холодильника и зависит от расширения газа. 

Согласно первому началу термодинамики количество теплоты Q1, подве-
денное от нагревателя, равно работе расширения газа в изотермическом про-
цессе 1–2 : 

ܳଵ ൌ ଵିଶܣ ൌ
௠

ஜ
ܴ ଵܶ ln

௏మ
௏భ

. (2.80) 

Подставив выражения (2.79) и (2.80) в формулу (2.75), найдем КПД цик-
ла Карно: 

ߟ  ൌ
஺

ொభ
ൌ

஺

஺భషమ
ൌ

೘
ಔ
ோሺ భ்ష మ்ሻ ୪୬

ೇమ
ೇభ

೘
ಔ
ோ భ் ୪୬

ೇమ
ೇభ

ൌ భ்ି మ்

భ்
ൌ 1 െ మ்

భ்
.  (2.81) 

По результатам исследований Карно сформулировал две теоремы.  
Первая теорема Карно: КПД тепловой машины, работающей по циклу 

Карно, зависит только от температур нагревателя   и холодильника, но не за-
висит от устройства машины, а также от вида используемого рабочего веще-
ства. 

Вторая теорема Карно: КПД всякой тепловой машины не может пре-
восходить КПД идеальной машины, работающей по циклу Карно с теми же 
температурами нагревателя и холодильника. 

§ 60. Неравенство Клаузиуса. Энтропия 

Напомним, что внутренняя энергия ܷ݀ в отличие от работы газа ݀′ܣ	яв-
ляется однозначной функцией состояния. 

При рассмотрении цикла Карно отмечалось, что не вся теплота ܳଵ, под-
веденная к системе, превращается в работу. Значительная ее часть ܳଶ	переда-
ется холодильнику. 

Прямой и обратный переходы в цикле Карно сопровождаются неодина-
ковыми количествами поглощенного и выделенного тепла, т. е. количество 
теплоты зависит от способа осуществления перехода. Таким образом, как уже 
отмечалось, количество теплоты, так же как и работа, не является однознач-
ной функцией состояния системы. 
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Количество теплоты ܳଵ не равно ܳଶ, но отношения этих теплот к темпе-
ратурам, при которых они были подведены или отведены, численно равны 
друг другу, только имеют противоположные знаки: 

ฬ
ܳଵ
ଵܶ
ฬ ൌ ฬ

ܳଶ
ଶܶ
ฬ 	или	

ܳଵ
ଵܶ
൅
ܳଶ
ଶܶ
ൌ 0. 

Отношение   
ொ

்
			называют приведенной теплотой. 

Для обратимого цикла Карно алгебраическая сумма приведенных теплот 
равна нулю. Это положение справедливо для любого обратимого кругового 
процесса. В общем случае сумму приведенных теплот можно записать в виде 

ර
݀′ܳ
ܶ

обр

ൌ 0. 

Если интеграл, взятый по замкнутому контуру, равен нулю, то выраже-
ние ݀ᇱܳ/ܶ , стоящее под знаком интеграла, представляет собой полный 
дифференциал некоторой функции S, не зависящей от пути протекания про-
цесса, т. е. 

ቀ
ௗᇱொ

்
ቁ
обр

ൌ ݀ܵ. (2.82) 

Функцию S впервые ввел  Клаузиус1 и назвал ее энтропией. 
В системе СИ энтропия измеряется в джоулях на кельвин (Дж/К). 
Если в термодинамической системе выполняется необратимый круговой 

процесс, то 

∮
ௗᇱொ

்необр ൏ 0, (2.83) 

т. е. энтропия системы возрастает. 
Выражение (2.83) называют неравенством Клаузиуса. 
Свойства энтропии: 
1) энтропия является однозначной функцией состояния, так как зависит 

только от начальных и конечных параметров состояния системы и не зависит 
от пути протекания процесса; 

2) энтропия определяется с точностью до произвольной постоянной; 
3) энтропия S системы, состоящей из n частей, равна алгебраической 

сумме энтропий ௜ܵ каждой части, т. е. 

ܵ ൌ෍ ௜ܵ;

௡

௜ୀଵ

 

                                                            
1 Рудольф Юлиус Эмануэль Клаузиус (1822–1888) – немецкий физик. 
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4) в теплоизолированной системе при протекании обратимого процесса 
энтропия не меняется, поэтому равновесные адиабатические процессы назы-
вают изоэнтропийными процессами; 

5) при постоянном объеме энтропия является непрерывно возрастающей 
функцией внутренней энергии системы. 

Из первого начала термодинамики при ܸ݀	 ൌ 	0 следует: ݀ᇱܳ ൌ ܷ݀. То-

гда  ݀ܵ ൌ
ௗ௎

்
, но температура всегда положительна. Значения приращений dS и 

dU имеют одинаковые знаки; 
6) энтропия замкнутой теплоизолированной системы, в которой проте-

кают реально осуществляемые необратимые процессы, всегда возрастает. 
Рассмотрим в качестве  примера изменение энтропии при изотермиче-

ском (Т = const) расширении идеального газа. Из первого начала термодина-
мики следует:     ݀ᇱܳ ൌ ܷ݀ ൅ ݀ᇱܣ	 ൌ ,ܸ݀݌ т. к.		ܷ݀	 ൌ 	0.	

Выразим давление газа р из уравнения Менделеева–Клапейрона:  
݌ ൌ ܴ݉ܶ	/ሺμܸሻ	и подставим в уравнение первого начала термодинамики: 

݀ᇱܳ ൌ
݉
μ
ܴܶ

ܸ݀
ܸ
. 

Тогда   ݀ܵ ൌ ௗᇱொ

்
ൌ ௠

ஜ
ܴ ௗ௏

௏
. 

После интегрирования найдем изменение энтропии: 

ܵଶ െ ଵܵ ൌ
݉
μ
ܴ݈݊ ଶܸ

ଵܸ
, 

где индекс 1 относится к первоначальному состоянию газа, а 2 – к состоянию 
после расширения. Так как при расширении газа V2 > V1, то и S2 > S1, т. е. при 
протекании изотермического расширения газа (необратимого процесса) эн-
тропия возрастает. 

Возрастание энтропии приводит к росту внутреннего беспорядка в сис-
теме. До расширения газ занимал малую часть пространства и скорости дви-
жения молекул были до некоторой степени упорядочены. После расширения 
скорости молекул распределяются хаотически. 

Таким образом, беспорядок возникает самопроизвольно и ему соответст-
вует большая энтропия. 

§ 61. Энтропия и вероятность 

Понятие энтропии имеет двойное истолкование: макроскопическое, оп-
ределяемое уравнением dS=dQ/T, и микроскопическое, смысл которого уста-
навливает формула Больцмана (2.84). 

Под термодинамической вероятностью состояния  ߱௜	понимается чис-
ло микросостояний, соответствующих данному i-му состоянию макросисте-
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мы. Отношение ߱௜	 к полному числу возможных микросостояний макросис-
темы называют вероятностью (математической) i-го состояния: 

௜ܲ ൌ
߱௜	
∑߱௜	

. 

Пусть в замкнутом объеме, имеющем проницаемую перегородку, деля-
щую объем на две равные части, находятся четыре молекулы. Обозначим их 
цифрами: 1, 2, 3, 4. Составим таблицу 2.2 возможных состояний системы че-
тырех молекул с указанием путей реализации этих состояний. 

Наиболее вероятным является состояние, когда в рассматриваемом объеме 
справа и слева будет находиться по две молекулы, т. е. состояние с наибольшей 
термодинамической вероятностью (в рассматриваемом примере ω= 6). 

В статистической физике доказывается, что  

ܵ	 ൌ 	݇	݈݊߱,	 (2.84) 

где k – постоянная Больцмана. 
 

Таблица 2.2 

 
 

Таким образом, энтропия характеризует вероятность состояния  системы. 
Состояние системы, осуществляемое небольшим числом способов, называет-
ся упорядоченным, а многими способами – беспорядочным. 
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Поскольку в реальных необратимых процессах энтропия возрастает, то 
ее называют мерой беспорядка в системе. 

При абсолютном нуле температуры должна наблюдаться максимальная 
степень упорядоченности в системе, т. е. термодинамическая вероятность  
ω=1, значит, согласно (2.84) энтропия S = 0. При стремлении к нулю темпе-
ратуры тела энтропия его также стремится к нулю. Данное утверждение 
является теоремой В. Нернста1 (третьим началом термодинамики). 

§ 62. Формулировки второго начала термодинамики 

Все реальные процессы, протекающие в природе, сопровождаются теп-
лообменом и трением, а поэтому являются необратимыми. 

Второй закон термодинамики определяет направление процессов, выра-
жая тем самым их необратимость. Существует несколько формулировок вто-
рого закона термодинамики. Приведем некоторые из них: «Невозможен про-
цесс, единственным результатом которого является передача теплоты от 
холодного тела к горячему» (Клаузиус). 

Не следует думать, что второе начало термодинамики совсем запреща-
ет переход теплоты от холодного тела к горячему. Конечно, нет. Примером 
являются холодильные установки, в которых наблюдается такой процесс. 
Только данный переход не является единственным результатом процесса, 
так как при этом компрессор холодильника совершает работу над рабочей 
жидкостью – фреоном. 

У. Томсон дал следующую формулировку второго начала термодинами-
ки: «Невозможен процесс, единственным результатом которого является 
совершение работы за счет охлаждения одного тела». 

Формулировка Больцмана: «В макроскопической замкнутой системе 
процессы протекают таким образом, что вероятность конечного состояния 
не может быть меньше вероятности начального состояния». 

Может показаться, что эта формулировка противоречит процессу изо-
термического расширения газа, при котором вся теплота, полученная от на-
гревателя, превращается в работу. Однако это превращение не является един-
ственным результатом процесса, так как газ изменяет объем.  

Закон возрастания энтропии – энтропия изолированной термодинамиче-
ской системы возрастает – также является одной из формулировок второго 
начала термодинамики. 

Второй закон термодинамики имеет статистический смысл: он выполня-
ется только для систем, имеющих большое число частиц. При малом числе 
частиц наблюдаются существенные отклонения от этого закона. 

                                                            
1 Вальтер Нернст (1864–1941) – немецкий ученый. 
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Второе начало термодинамики справедливо с точностью до флуктуаций. 
При флуктуациях вероятность состояния и энтропия могут убывать. 

Флуктуации – это непрерывные колебания параметров термодинамиче-
ской системы около средних значений вследствие хаотического движения 
молекул. Так, например, концентрация молекул (n=N/V) равна отношению 
числа молекул  N к объему V. Относительная флуктуация Δn/n концентраций 
зависит от числа молекул Ν и с ростом Ν убывает как 1/√ܰ   . При нормаль-
ных условиях относительная  флуктуация  1/√ܰ  ≈ 2·10-10. Поскольку для 
давлений Δр/р ≈ 1/√ܰ    при высоком вакууме порядка 10-10 атмосфер 1/√ܰ 
составляет  0,002%, т.е. с уменьшением давления флуктуации давления 
весьма малы. 

§ 63. Реальные газы. Уравнение Ван-дер-Ваальса 

Уравнение состояния Менделеева–Клапейрона (2.13) выводилось без 
учета объемов молекулы (молекулы идеального газа принимались за матери-
альные точки) и их взаимодействия друг с другом и малопригодно для реаль-
ных газов. 

Голландский физик  Ван-дер-Ваальс1 предложил уравнение состояния 
реального газа, введя в уравнение (2.13) поправки, учитывающие собственный 
объем молекул и силы межмолекулярного взаимодействия: 

ቆ݌ ൅
ܽ

ఓܸ
ଶቇ ൫ ఓܸ െ ܾ൯ ൌ ܴܶ,																																										ሺ2.85ሻ 

где ఓܸ – объем моля газа; a и b – поправки Ван-дер-Ваальса, определяемые 
экспериментально для каждого реального газа; р – давление газа; Т – абсо-
лютная температура. 

Поправка b учитывает наличие сил отталкивания молекул (их собствен-
ный объем), поправка а – действие сил притяжения между молекулами, что 
приводит к появлению добавочного внутреннего давления. 

Для произвольной массы газа уравнение (2.85) преобразуется к виду  

         ቀ݌ ൅
௩మ௔

௏మ
ቁ ቀ

௏

௩
െ ܾቁ ൌ ܴܶ	или	 ቀ݌ ൅

௩మ௔

௏మ
ቁ ሺܸ െ ሻܾݒ ൌ  ሺ2.86ሻ														,ܴܶݒ

где ߥ	 ൌ  .количество вещества; V – объем газа – ߤ/݉	
Заметим, что уравнение Ван-дер-Ваальса, учитывающее действие сил 

притяжения и отталкивания при взаимодействии частиц газа друг с другом, 
также является приближенным. Это уравнение пригодно лишь для грубой 
оценки состояния реального газа. 

                                                            
1 Ян Дидерик Ван-дер-Ваальс (1837–1923) – нидерландский физик. 
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§ 64. Изотермы реальных газов. Фазовые переходы 

Раскрыв скобки в уравнении (2.85) и умножив его на ఓܸ
ଶ, получим куби-

ческое уравнение относительно молярного объема: 

݌ ఓܸ
ଷ െ ሺܾ݌ ൅ ܴܶሻ ఓܸ

ଶ ൅ ܽ ఓܸ െ ܾܽ ൌ 0.																									ሺ2.87ሻ 

Коэффициенты уравнения (2.87) зависят от давления, температуры и 
природы газа. В зависимости от их значений уравнение имеет один или 
три действительных корня. На рис. 2.21 
представлены изотермы Ван-дер-Ваальса 
(T1 < T2 < Tк < T3).  

При температуре T < Tк каждому зна-
чению давления р соответствуют три раз-
личных изотермических состояния. С уве-
личением температуры точки 1, 2 и 3 на 
изотермах сближаются и при температуре 
Тк, называемой критической, сливаются в 
одну точку К. 

Касательная к изотерме в точке К па-
раллельна оси абсцисс. Из уравнения Ван-
дер-Ваальса можно получить значения па-
раметров состояния в критической точке:  

ఓܸ,௞ ൌ 3ܾ, ௞݌ ൌ
௔

ଶ଻௕మ
, ௞ܶ ൌ 8ܽ/ሺ27ܾܴሻ. 

Впервые опытным путем изотермы реального газа (углекислоты) были 
получены английским физиком Эндрюсом. Эти кривые имеют существенные 
различия с теоретическими изотермами Ван-дер-Ваальса только в области 1–
2–3 (рис. 2.21). На опытных изотермах волнообразные теоретические кривые 
сменились прямолинейными участками, параллельными оси абсцисс, соеди-
няющими точки 1, 2 и 3. Участок кривой 3'–3 соответствует состоянию нена-
сыщенного пара, 3–2' – пересыщенного пара. 

Эти участки, а также участок 1–1' при извест-
ных условиях можно получить опытным путем. И 
только участок кривой 1'–2', на котором с увеличе-
нием давления объем растет, в действительности не 
наблюдается. 

Колоколообразная кривая (рис. 2.21, 2.22), 
проведенная через точки 1, 3 и К, ограничивает об-
ласти двухфазных состояний вещества. Фазой в 
термодинамике называется совокупность частей 
системы, имеющих одинаковые свойства. 

На рис. 2.22 показаны области равновесных 
состояний вещества «ж–п» – область двухфазных 

Рис. 2.21 

Рис. 2.22 
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состояний: жидкость–пар. Буквой «ж» обозначена область однородных жид-
ких состояний, «п» – область пара,  «г» – газообразное состояние. 

Состояние пара отличается от газообразного тем, что при изотермиче-
ском сжатии вещество данного состояния претерпевает процесс ожижения. 

При температурах, равных критической и выше, вещество становится 
вновь однородным при любых давлениях. Если температура выше критиче-
ской, то вещество нельзя перевести в жидкое состояние. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 36. Тепловая машина с идеальным газом в качестве рабочего ве-
щества совершает обратимый цикл, состоящий из изобары 1–2, адиабаты 2–3 
и изотермы 3–1 (см. рисунок к задаче). Найти КПД машины как функцию 
максимальной T1 и минимальной T2 температуры рабочего вещества, исполь-
зуемого в этом цикле. 
Дано: 
T1 

T2 

 
Рис. к задаче 36 

η-? 

 
Решение. Так как участок 3–1 – изотерма, то температура T3 = T1. Коэффици-
ент полезного действия (КПД) цикла (2.57) 

η ൌ
ܳଵ െ ܳଶ
ܳଵ

	.																																																											ሺ1ሻ 

На участке 3–1 рабочее вещество получает количество теплоты 

ܳଵ ൌ
݉
ߤ
ܴ ଵ݈ܶ݊ ൬

ଵܸ

ଷܸ
൰.																																																		ሺ2ሻ 

На участке 1–2 происходит изобарное сжатие, рабочее вещество отдает 
количество теплоты холодильнику: 

ܳଶ ൌ
݉
ߤ
ܿ௣ሺ ଶܶ െ ଵܶሻ ൌ െ

݉
ߤ
ܿ௣ሺ ଵܶ െ ଶܶሻ.																																		ሺ3ሻ 
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На этом участке объем газа уменьшается от V1 до V2 . Согласно закону 
Гей-Люссака для изобарного процесса температура тоже уменьшается, т. е. 
T2 < T1. 

Для определения КПД цикла подставим выражения (2) и (3) в формулу (1): 

ߟ ൌ

݉
ߤ ܴ ଵ݈ܶ݊ ቀ

ଵܸ

ଷܸ
ቁ െ

݉
ߤ ܿ௣ሺ ଵܶ െ ଶܶሻ

݉
ߤ ܴ ଵ݈ܶ݊ ቀ

ଵܸ

ଷܸ
ቁ

	.																																						ሺ4ሻ 

Температуры и объемы газа, совершающего изобарный процесс, связаны 
между собой соотношением 

ଵܸ

ଶܸ
ൌ ଵܶ

ଶܶ
	,																																																												ሺ5ሻ 

а при адиабатном процессе соотношением (2.65): 

ଶܸ

ଷܸ
ൌ ൬ ଷܶ

ଶܶ
൰

ఊ
ఊିଵ

	ൌ 		 ൬ ଵܶ

ଶܶ
൰

ଵ
ఊିଵ

.																																								ሺ6ሻ 

Перемножим левые и правые части уравнений (5) и (6): 

ଶܸ

ଷܸ
ൌ ൬ ଵܶ

ଶܶ
൰

ଵ
ఊିଵ

.																																																					ሺ7ሻ 

Подставим выражение (7) в формулу (4): 

ߟ ൌ
ܴ ଵ݈ܶ݊ ቀ

ଵܶ

ଶܶ
ቁ

ଵ
ఊିଵ

െ ܿ௣ሺ ଵܶ െ ଶܶሻ

ܴ ଵ݈ܶ݊ ቀ
ଵܶ

ଶܶ
ቁ

ଵ
ఊିଵ

	 

или 

ߟ ൌ 1 െ
ܿ௣ሺ ଵܶ െ ଶܶሻ

ܴ ଵܶ
1

ߛ െ 1 ݈݊ ቀ
ଵܶ

ଶܶ
ቁ
.																																									ሺ8ሻ 

Формулу (8) можно упростить, заменив ߛ ൌ ܿ௣/ܿ௩ и используя уравнение 

(2.57) Майера:                ߟ ൌ 1 െ
ሺ భ்ି మ்ሻ

భ்௟௡ቀ
೅భ
೅మ
ቁ
 . 

Ответ:   ߟ ൌ 1 െ
ሺ భ்ି మ்ሻ

భ்௟௡ቀ
೅భ
೅మ
ቁ
. 
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Задача 37. Найти изменение энтропии ΔS, если 30 г льда превращают в 
пар. Начальная температура льда – 40°	С, а температура пара 100°	С. Тепло-
емкости воды и льда считать постоянными, а все процессы – происходящими 
при атмосферном давлении. 

 
Дано: 
݉ ൌ 3 ∙ 10ିଶкг 

଴ܶ ൌ 233K, ௡ܶ ൌ 373K 

ܿл ൌ 2,1 ∙ 10ଷ
Дж
кг ∙ К

 

ܿв ൌ 4,2 ∙ 10ଷ
Дж
кг ∙ К

 

ߣ ൌ 3,35 ∙ 10ହ
Дж
кг

 

ݎ ൌ 22,6 ∙ 10ହ
Дж
кг

 

Решение. Найдем отдельно изменение энтро-
пии – при нагревании льда от – 40°	С до 0°	С, 
плавлении льда, при нагревании образовавшей-
ся изо льда воды до 100o С, превращении воды 
в пар при 100o С. 

Полное изменение энтропии выразится 
суммой изменений энтропии ΔSi для каждого из 
перечисленных процессов. 

Изменение энтропии определяется форму-
лой (2.83): 

∆ܵ ൌ ܵଶ െ ଵܵ ൌ න
݀ᇱܳ
ܶ

ଶ

ଵ

	.																			ሺ1ሻ 

∆ܵ ൌ? 
 
При бесконечно малом изменении ݀ܶ температуры нагреваемого тела за-

трачивается количество теплоты  

݀ܳଵ ൌ ܿ݉݀ܶ,																																																										ሺ2ሻ 

где с – удельная теплоемкость; m – масса тела. 
Найдем формулу для вычисления изменения энтропии при нагревании 

льда, подставив уравнение (2) в (1): 

∆ ଵܵ ൌ ׬
௖л௠ௗ்

்
భ்

బ்
ൌ ܿл݈݉݊ ቀ

భ்

బ்
ቁ, 

где T1 = 273 К. 

После вычислений получим 

∆ ଵܵ ൌ 2,1 ∙ 10ଷ ∙ 3 ∙ 10ିଶ ∙ ݈݊ ൬
273
233

൰
Дж
кг

ൌ 0,998 ∙ 10
Дж
К

ൌ 9,98
Дж
К
.							ሺ3ሻ 

При вычислении по формуле (1) изменения энтропии во время таяния 
льда температура T выносится за знак интеграла как постоянная величина: 

݀ܳଶ ൌ  ,݉ߣ

где λ – удельная теплота плавления льда. 
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∆ܵଶ ൌ න
݀ܳଶ
ଵܶ

ଶ

ଵ

ൌ
ܳଶ
ଵܶ
ൌ
ߣ݉

ଵܶ
. 

Произведем вычисления: 

∆ܵଶ ൌ
ଷ∙ଵ଴షమ∙ଷ,ଷହ∙ଵ଴ఱ

ଶ଻ଷ

Дж

К
ൌ 36,8		 Дж

К
.    (4) 

Найдем следующую формулу для вычисления изменения энтропии при 
нагревании воды, полученной изо льда, до 100°	С: 

∆ܵଷ ൌ ׬ ݀ܳଷ
೙்

భ்
ൌ ׬

௖в௠ௗ்

்
೙்

భ்
ൌ ܿв݈݉݊ ቀ

೙்

భ்
ቁ, 

где Тn = 373 К. 
Проведем вычисления: 

∆ܵଷ ൌ 4,2 ∙ 10ଷ ∙ 3 ∙ 10ିଶ ∙ ݈݊ ൬
373
273

൰
Дж
К

ൌ 39,3
Дж
К
		.																				ሺ5ሻ 

Превращение воды в пар происходит при постоянной температуре, по-
этому при вычислении изменения энтропии в формуле (1) выносим T за знак 
интеграла: 

ܳସ ൌ  ,݉ݎ

где r – удельная теплота испарения воды. 

∆ܵସ ൌ ׬
ௗொర

೙்

ଶ
ଵ ൌ ொర

೙்
ൌ ௥௠

೙்
. 

Вычислим ܵ߂ସ : 

∆ܵସ ൌ
22,6 ∙ 10ହ ∙ 3 ∙ 10ିଶ

373
Дж
К

ൌ 180
Дж
К
		.																									ሺ6ሻ 

Полное изменение энтропии: 

∆ܵ ൌ ∆ ଵܵ ൅ ∆ܵଶ ൅ ∆ܵଷ ൅ ∆ܵସ,    ∆ܵ ൌ 266
Дж

К
. 

Ответ: 266.  
Дж

К
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Глава 11 
ЖИДКОЕ И ТВЕРДОЕ СОСТОЯНИЯ 

§ 65. Поверхностное натяжение жидкости 

Согласно молекулярно-кинетической теории каждая молекула жидкости 
испытывает притяжение со стороны других молекул. При удалении молекул 
друг от друга силы притяжения быстро уменьшаются. На расстоянии порядка 
~10–9 м, называемом радиусом молекулярного действия r, силами молекуляр-
ного притяжения можно пренебречь ввиду их малости. 

Рассмотрим отдельную молекулу А (рис. 2.23), находящуюся внутри 
жидкости. Если провести вокруг этой молекулы сферу радиусом r, то силы 
притяжения со стороны молекул, заключенных в данной сфере, будут направ-
лены в разные стороны и их равнодействующая будет равна нулю. 

Выделим молекулу В, находящуюся на расстоянии меньше r от поверх-
ности жидкости. Снова проведем сферу радиусом r вокруг молекулы. Как 
видно из рис. 2.23, часть этой сферы выйдет за пределы жидкости. 

В связи с тем, что концентрация молекул газа над жидкостью мала, равно-
действующая сил молекулярного притяжения F, действующих на молекулу В, 
не будет равна нулю. Эта равнодействующая направлена внутрь жидкости. Та-
ким образом, молекулы поверхностного слоя жидкости оказывают на жидкость 
давление, которое называют молекулярным давлением. Жидкость оказывается 
сжатой. Поэтому жидкости малосжимаемы при внешнем воздействии. 

Молекулы жидкости в поверхностном слое за счет сил межмолекулярно-
го взаимодействия обладают большей потенциальной энергией по сравнению 
с другими молекулами. Чтобы молекула из 
глубины жидкости переместилась к ее по-
верхности, необходимо совершить работу 
против сил, действующих в поверхностном 
слое. Эта работа совершается за счет умень-
шения кинетической энергии теплового 
движения молекулы и расходуется на увели-
чение ее потенциальной энергии. 

Итак, молекулы в поверхностном слое 
жидкости обладают дополнительной по-
верхностной энергией ΔE. Величина энергии 
ΔE тем больше, чем больше поверхность 
жидкости. 

Рис. 2.23 
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Для увеличения поверхности жидкости необходимо совершить работу 
ΔA против сил поверхностного натяжения:     ∆ܣ ൌ  откуда ,ܵ∆ߪ

ߪ ൌ
ܣ∆
∆ܵ

,																																																							ሺ2.88ሻ 

где ΔS – приращение площади поверхностного слоя жидкости. 
Поверхностное натяжение σ равно отношению работы, которую необ-

ходимо совершить, чтобы увеличить поверхность жидкости площадью ΔS, к 
площади этой поверхности. 

Если поверхность жидкости ограничена каким-либо замкнутым конту-
ром, то на нее будут действовать силы, стремящиеся сократить эту поверх-
ность. Эти силы называются силами поверхностного натяжения. 

Поверхностным натяжением σ  называется физическая величина, рав-
ная отношению силы F, действующей на участок контура поверхности, к дли-
не l этого участка: 

ߪ ൌ  ሺ2.89ሻ																																																						.݈/ܨ

Поверхностное натяжение измеряется в джоулях на квадратный метр 
(Дж/м2) или в ньютонах на метр (Н/м). 

§ 66. Смачивание. Капиллярные явления 

Можно наблюдать, как легко капля воды растекается по поверхности 
стола, прилипая к нему, а капля ртути свободно перекатывается с одного мес-
та на другое, образуя шарик. При этом молекулы ртути преодолевают не 
только силу тяжести, но и силу притяжения к молекулам стола. Следователь-
но, силы притяжения молекул ртути друг к другу сильнее, чем к молекулам 
стола. 

В первом случае жидкость смачивает поверхность твердого тела, а во 
втором – не смачивает. Без каких-либо внешних воздействий капелька ртути 
принимает сферическую форму. Стремление поверхности жидкости к сокра-
щению приводит к тому, что давление под выпуклой поверхностью больше, а 
под вогнутой меньше, чем под плоской. Силы поверхностного натяжения соз-
дают добавочное давление р (в случае выпуклой поверхности – положитель-
ное, а при вогнутой – отрицательное). Вычислим давление р для сферической 
поверхности. 

Пусть радиус сферы r увеличивается на малую величину Δr. При этом 
поверхность сферы увеличивается на величину ΔS = 8πrΔr, а объем – на вели-
чину ΔV = 4πr2Δr. Найдем работу ΔA по увеличению объема: 

ܣ∆ ൌ ܸ∆݌ ൌ  .ݎ∆݌ଶݎߨ4
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Для образования новой поверхности ΔS требуется совершить работу    
ଵܣ∆ ൌ ∆ܵ ∙ ߪ ൌ  .ݎ∆ߪݎߨ8

Приравнивая ΔA и ΔA1, найдем величину добавочного давления: 

݌ ൌ
ߪ2
ݎ
.																																																								ሺ2.90ሻ 

Для поверхности любой формы добавочное давление можно рассчитать 
по формуле  Лапласа: 

݌ ൌ ߪ ቀ
ଵ

ோభ
൅

ଵ

ோమ
ቁ, 

где R1 и R2 – радиусы кривизны поверхности. 
Жидкость может смачивать поверхность одного тела и не смачивать по-

верхность другого. Например, вода смачивает стекло, дерево, но не смачивает 
парафин. Ртуть смачивает поверхности металлов, но не смачивает стекло, де-
рево и т. д. 

Если опустить в воду тонкие стеклянные 
трубки разного диаметра (капилляры), то 
жидкость в капиллярах поднимется на разную 
высоту. Чем тоньше капилляр, тем на боль-
шую высоту поднимется жидкость. Если взять 
жидкость, не смачивающую трубку, например 
ртуть, то уровень жидкости в капилляре будет 
ниже уровня жидкости в сосуде (рис.2.24, а). 
Наблюдаемые явления изменения высоты 
уровней жидкости в капиллярах получили 
название капиллярных явлений. 

Если жидкость смачивает трубку (рис. 2.24, б), то поверхность жидкости 
в трубке (мениск) имеет вогнутую форму, если не смачивает – выпуклую (рис. 
2.24, а). Под вогнутой поверхностью образуется отрицательное добавочное 
давление, и жидкость поднимается вверх по капилляру до тех пор, пока это 
давление не уравновесится высотой столба жидкости в капилляре (гидроста-
тическим давлением). 

Найдем высоту подъема жидкости h в капилляре. Пусть жидкость смачи-
вает капилляр радиусом r (рис. 2.24), образуя вверху вогнутый мениск. Наи-
меньший радиус кривизны мениска ≈ r. Как следует из уравнения (2.90), до-
бавочное давление р ≈ 2σ / r. Тогда величина направленной вверх силы 

ܨ ൌ
ܵߪ2
ݎ
, 

где S – площадь поперечного сечения трубки. 

Рис.2.24 
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Эта сила уравновешивается силой тяжести столбика жидкости mg =  
=hρgS, т. е.                                              F = mg   или                      

                                    
			ଶఙௌ

௥
ൌ  ሺ2.91ሻ																																																	,ܵ݃ߩ݄

где ρ – плотность жидкости. 

Из уравнения (2.91) находим:  

                                               ݄ ൌ
ଶఙ

ఘ௥௚
.																																																							ሺ2.92ሻ 

Для несмачивающей жидкости мениск выпуклый и добавочное давление 
дает силу, направленную вниз. Уровень жидкости в капиллярной трубке при 
этом будет ниже уровня жидкости в сосуде на величину h, определяемую 
формулой (2.92). 

§ 67. Элементы динамики жидкостей и газов. 
Уравнение неразрывности 

Жидкости и газы являются текучими средами: если на частицы жидкости 
или газа действуют сдвигающиеся внешние силы, то частицы будут переме-
щаться до тех пор, пока не исчезнут или не уравновесятся эти силы. Внутрен-
ние силы не могут остановить это движение, но могут его замедлять. Тормо-
зящие силы, возникающие между слоями движущейся жидкости или газа, 
называются силами вязкого трения. 

Жидкость, в отличие от газа, считается средой несжимаемой, иногда и 
газ до определенных границ можно рассматривать как несжимаемый. 

Идеальной (невязкой) жидкостью называется сплошная среда, в которой 
вязкость (внутреннее трение) отсутствует. 

Рассмотрим течение идеальной жидкости по трубе с переменным сече-
нием. Уравнение неразрывности выводится на основании закона сохранения 
массы и невозможности разрыва жидкости и образования в ней пустот (отсю-
да происходит название закона). 

Рассмотрим жидкость в объеме V между сечениями S1 и S2 (рис. 2.25). 
Так как жидкость несжимаемая и в ней не могут образовываться пусто-

ты, то масса жидкости между сечениями S1 и S2 не может измениться. За вре-
мя Δt жидкость пройдет через сечение S1 и переместится на расстояние 

݈ଵ ൌ  :В объем V втечет жидкость объемом  .ݐ∆ଵݒ

ଵܸ ൌ ݈ଵ ଵܵ ൌ ଵܵݒଵ∆ݐ,																																												ሺ2.93ሻ 
масса которой 

݉ଵ ൌ ߩ ଵܸ ൌ ߩ ଵܵݒଵ∆ݐ.																																												ሺ2.94ሻ 
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Рис. 2.25 
 
Здесь ρ – плотность жидкости; v1 – ее cкорость в сечении S1. Аналогично 

для сечения S2 получим 

ଶܸ ൌ ݈ଶܵଶ ൌ ܵଶݒଶ∆ݐ,																																															ሺ2.95ሻ 

݉ଶ ൌ ߩ ଶܸ ൌ  ሺ2.96ሻ																																												.ݐ∆ଶݒଶܵߩ

Так как масса жидкости в объеме V не может измениться, то 

݉ଵ ൌ ݉ଶ.																																																									ሺ2.97ሻ 

Подставив в (2.97) уравнения (2.93)–(2.96), получим 
ଵ݈ܵଵ ൌ ܵଶ݈ଶ,																																																							ሺ2.98ሻ 

т. е.                                                     ଵܸ ൌ ଶܸ,																																																									ሺ2.99ሻ 

ଵܵݒଵ ൌ ܵଶݒଶ ൌ const.																																												ሺ2.100ሻ 

Соотношение (2.100) называется уравнением неразрывности для не-
сжимаемой жидкости: произведение скорости течения несжимаемой жидко-
сти на ее поперечное сечение есть величина постоянная. 

§ 68. Уравнение Бернулли 

Уравнение Д. Бернулли1 выводится из закона сохранения энергии для 
идеальной  жидкости для стационарных течений. Стационарным называется 

                                                            
1 Даниил Бернулли (1700–1782) – швейцарский ученый. 
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течение, при котором скорость жидкости в каждой точке течения не меняется 
со временем. Для реальных жидкостей уравнением Бернулли можно пользо-
ваться, если у них малая  вязкость. 

Рассмотрим жидкость, движущуюся по трубе между сечениями S1 и S2 

(рис.2.25). Так как течение стационарное, то кинетическая энергия жидкости в 
объеме V между сечениями S1 и S2 не изменится. А так как труба неподвиж-
ная, то не изменится и потенциальная энергия жидкости в этом объеме. Таким 
образом, полная механическая энергия рассматриваемого объема жидкости в 
момент времени t будет равна 

ଵܧ ൌ ௏ܧ ൅ ݉ଵ݄݃ଵ ൅
݉ଵݒଵଶ

2
,																																					ሺ2.101ሻ 

а в конце промежутка времени Δt 

ଶܧ ൌ ௏ܧ ൅ ݉ଶ݄݃ଶ ൅
݉ଶݒଶ

ଶ

2
,																																			ሺ2.102ሻ 

где ЕV – энергия жидкости в объеме V. В сечении S1 жидкость, которая нахо-
дится слева от этого сечения, совершит работу 

ଵܣ ൌ ଵ݌ ଵ݈ܵଵ ൌ ଵ݌ ଵܸ,																																						ሺ2.103ሻ 

которая пойдет на увеличение энергии жидкости между сечениями S1 и S2. В 
свою очередь, эта жидкость совершит работу в сечении S2: 

ଶܣ ൌ ଶܵଶ݈ଶ݌ ൌ ଶ݌ ଶܸ	,																																					ሺ2.104ሻ 

что уменьшит ее энергию на эту величину. Здесь р1 и p2 – давления жидкости 
в объемах V1 и V2 соответственно. В результате получим 

ଶܧ െ ଵܧ ൌ ଵܣ െ ଶܧ		или	ଶܣ ൅ ଶܣ ൌ ଵܧ ൅  ሺ2.105ሻ																				ଵ.ܣ

Подставим в уравнение (2.105) соотношения (2.101)–(2.104): 

௏ܧ ൅݉ଶ݄݃ଶ ൅
݉ଶݒଶ

ଶ

2
൅ ଶ݌ ଶܸ ൌ ௏ܧ ൅݉ଵ݄݃ଵ ൅

݉ଵݒଵଶ

2
൅	݌ଵ ଵܸ.								ሺ2.106ሻ 

Учитывая, что m1 = m2, и поделив уравнение (2.106) на V1 = V2, получим 
уравнение Бернулли: 

ଶݒߩ
ଶ/2 ൅ ଶ݄݃ߩ ൅ ଶ݌ ൌ ଵଶ/2ݒߩ ൅ ଵ݄݃ߩ ൅  ሺ2.107ሻ													ଵ.݌

Уравнение Бернулли  выполняется для любых точек стационарного тече-
ния идеальной жидкости. 
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В технике величина ρgh называется гидростатическим напором (давлени-
ем); ρv2/2 – гидродинамическим (скоростным) напором; р – статическим дав-
лением, а их сумма      ρv2/2 + ρgh + р – полным давлением. 

Частные случаи. 
1. Пусть жидкость покоится, т. е. v1 = v2 = 0. Тогда из уравнения (2.107) 

получим 

ଶ݌ ൌ ଵ݌ ൅ ሺ݄ଵ݃ߩ െ ݄ଶሻ, 

ଶ݌ െ ଵ݌ 	ൌ  ,݌∆

где 

݌∆ ൌ ሺ݄ଵ݃ߩ െ ݄ଶሻ ൌ  ሺ2.108ሻ																																			.݄݃ߩ

В покоящейся жидкости изменение статического давления равно гидро-
статическому напору. Так как в неподвижной жидкости силы вязкости от-
сутствуют, то уравнение (2.108) верно и для реальных жидкостей. 

2. Пусть труба, по которой течет жидкость, горизонтальная, т.е. h1 = h2. 
Тогда из уравнения (2.107) имеем: 

ଶݒߩ
ଶ/2 ൅ ଶ݌ ൌ ଵଶ/2ݒߩ ൅  ሺ2.109ሻ																																	ଵ.݌

Если v2 > v1, то р2 < р1. В горизонтальной трубе давление меньше там, 
где скорость потока больше (сужение трубы). Уравнение Бернулли исполь-
зуется для объяснения явлений в различных технических устройствах. 

§ 69. Применение уравнения Бернулли 

1. Подъемная сила крыла самолета 
Происхождение подъемной силы крыла самолета было объяснено вы-

дающимся русским ученым Н. Е. Жуков-
ским. В деталях теория довольно сложна. 
Приведем ее в упрощенном виде. 

Профиль крыла самолета (рис.2.26) 
имеет такую форму, что скорость обтекаю-
щего потока воздуха относительно крыла 
внизу меньше, а вверху больше: v2 > v1. По-
этому давление под крылом больше, чем над 
крылом: p1 > р2. Это приводит к избыточной 

силе ܨԦ௡ , которую можно разложить на две 

составляющие: подъемную силу ܨԦ и силу 

сопротивления ሬܴԦ . 

Рис.2.26 
22 262 2
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Таким же образом объясняется про-
исхождение подъемной силы у кораблей 
на подводных крыльях. 

 
2. Измерение скорости течения 

жидкости и газа 
Рассмотрим схему, изображенную на 

рис. 2.27. Применив уравнение Бернулли 
для впаянных в трубу 1 тонких верти-

кальных трубок 2 и 3, получим для каждой из них: 

ଵ݌																																																							 ൌ ଶ݌      ,ଵܪ݃ߩ ൌ  ଶ . (2.110)ܪ݃ߩ

В широкой части трубы давление больше, поэтому и высота поднятия 
жидкости больше. 

Используя уравнение Бернулли для горизонтальной трубы (2.109) и 
уравнение (2.110), получим 

ଶݒ
ଶ െ ଵଶݒ ൌ

2ሺ݌ଵ െ ଶሻ݌

ߩ
ൌ 2݃ሺܪଵ െ  ሺ2.111ሻ																				ଶሻ.ܪ

Таким образом, если известна скорость течения в одной точке (пусть v1), 
то, измерив манометром разность давлений или разность высот жидкости в 
трубках, которые и являются в этом случае манометрами, по формуле (2.111) 
можно определить скорость течения v2. 

Подобным методом можно измерять скорость самолета относительно 
воздуха (рис. 2.28). 

За борт самолета выводится тонкая трубка, называемая трубкой  Пито. 
Трубка Пито присоединяется к дифференциальному манометру, измеряюще-
му разность давлений: полного – с помощью внутреннего канала 1 и статиче-
ского – с помощью канала 2. Разность этих давлений есть динамический на-
пор ρv2/2. 

Если манометр проградуировать в величинах скорости, учитывая изме-
нение плотности воздуха, то получим прибор для измерения скорости полета 
самолета. 

 Рис.2.28

Рис.2. 27 
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§ 70. Твердые тела. 
Кристаллические и аморфные тела 

Твердые тела, в которых молекулы, атомы и ионы расположены упоря-
доченно, образуя периодически повторяющуюся структуру, называются кри-
сталлами. Кристаллические тела анизотропны, т. е. их физические свойства – 
сжимаемость (упругость), теплопроводность, электропроводность и т. д. – 
зависят oт направления в кристалле. Анизотропия свойств кристаллических 
тел обусловлена упорядоченным расположением частиц, из которых они со-
стоят. При таком расположении частиц межатомные расстояния и силы взаи-
модействия между частицами разные. 

Кристаллические тела чаще всего встречаются в виде поликристаллов, 
представляющих собой множество беспорядочно ориентированных, сросших-
ся воедино кристалликов. В целом твердом поликристалле анизотропия, при-
сущая отдельному кристаллику, не обнаруживается. 

При некоторых специальных условиях кристаллизации можно получить 
большие однородные кристаллы – монокристаллы. Монокристалл имеет пе-
риодически повторяющуюся внутреннюю структуру во всем объеме. 

Мельчайшие частицы вещества – атомы, ионы, молекулы – в кристалле 
размещаются в узлах пространственной решетки, состоящей из большого 
числа элементарных кристаллических ячеек. В этом смысле говорят о даль-
нем порядке в твердых телах. Размещение частиц в элементарной ячейке зави-
сит от действующих на них межатомных сил. 

Кристаллическая решетка, образованная положитель-
ными и отрицательными ионами (ионная решетка), показа-
на на рис.2.29. Связь между частицами в решетке в основ-
ном обусловлена силами кулоновского взаимодействия. 

Кристаллическая решетка обладает различными ви-
дами симметрии. Симметрией решетки называют ее 
свойство совмещаться с собой при некоторых простран-
ственных перемещениях. Существует 14 типов решеток, 
различающихся по виду симметрии. 

Твердые тела, физические свойства которых одина-
ковы по всем направлениям, называются аморфными телами (стекло, янтарь, 
смола и т. д.). Аморфные тела изотропны, что объясняется беспорядочностью 
расположения частиц, составляющих тела. 

§ 71. Механические свойства твердых тел 

Деформацией называется изменение объема или формы твердых тел при 
нагревании или при воздействии внешних сил. При деформации в телах воз-
никают внутренние силы, препятствующие смещению частиц тела и стремя-
щиеся возвратить его в первоначальное состояние. 

Рис.2.29 
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Деформации называются упругими, если они исчезают после прекраще-
ния действий внешних сил. Деформации, в результате которых происходит 
необратимая перестройка кристаллической решетки, называются пластиче-
скими. 

Пусть ݈ – первоначальная величина, характеризующая размер тела (на-
пример, его длину), а Δl – абсолютное изменение этой величины. Отношение 
-ε является мерой деформации и называется относительной деформа = ݈/݈߂
цией тела. 

На рис.2.30 показан график зависимости нормального напряжения 
		ߪ ൌ 	ߝ	от относительного удлинения	ܵ/ܨ	 ൌ  .при растяжении тела	݈	/	݈߂	
Здесь F – растягивающая сила, S – площадь поперечного сечения. 

В области 0–1 упругие деформации подчиняются закону  Гука: напряже-
ние σ, возникающее под действием внешних сил, прямо пропорционально 
относительной деформации ε: 

	ߪ ൌ 	ߝ	߃ ൌ 	,	݈	/	݈߂	߃

где Е – модуль Юнга. 
Максимальное напряжение σmax, после снятия которого тело еще способ-

но восстановить первоначальную форму и объем, называется пределом упру-
гости. Пределу упругости на графике соответствует точка 2. 

При дальнейшем увеличении напряжения возникают остаточные дефор-
мации (участок 2–3), затем удлинение деформированного тела происходит без 
увеличения внешней нагрузки (участок 3–4). Точка 3 на графике соответству-
ет пределу текучести. 

Наибольшее напряжение, которое выдерживает тело, не разрушаясь, на-
зывается пределом прочности (точка 5). На практике, чтобы избежать разру-
шения какой-либо детали, ее проектируют с запасом прочности. 

Отношение 

допߪ/	прочߪ 	ൌ 	݊																																																		ሺ2.112ሻ 

называется запасом прочности. Здесь σпроч – предел прочности материала; σдоп 
– допустимое напряжение. 

При растяжении и сжатии тел проис-
ходит изменение их поперечных разме-
ров. 

Диаграмма напряжений (рис. 2.30) 
для реальных твердых тел зависит от мно-
гих факторов. Например, при кратковре-
менном действии сил твердое тело может 
проявлять себя как хрупкое, а при дли-
тельном воздействии слабых сил является 
текучим.  Рис. 2.30 
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ЧАСТЬ 3 
ОСНОВЫ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ 

 
 
 
 

Глава 12 

ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ВАКУУМЕ 

§ 72. Электрический заряд. Закон Кулона 

Электростатика – это раздел электродинамики, в котором изучается 
взаимодействие покоящихся электрических зарядов и их полей. 

Электрический заряд – это физическая величина, определяющая интен-
сивность электромагнитных взаимодействий заряженных частиц. Электриче-
ский заряд не может меняться непрерывно как угодно малыми порциями. 

Наименьшая величина электрического заряда равна Кл 106,1 19
0

e . Этот 

заряд называется элементарным зарядом. Элементарный электрический заряд 
равен заряду протона и по абсолютной величине – заряду электрона. 

Электрические заряды бывают двух видов: положительные и отрицатель-
ные. Одноименные заряды отталкиваются, а разноименные – притягиваются. 
Электрический заряд аддитивен: заряд любой системы равен сумме зарядов, 
находящихся на телах системы. Электрический заряд в системе СИ измеряется 
в кулонах (Кл). 1 Кл – это количество электричества, протекающее через попе-
речное сечение проводника в 1 с при силе тока в 1 А. 

Закон сохранения электрического заряда: 
В замкнутой системе алгебраическая сумма зарядов всех частиц оста-

ется постоянной: 

1

const
n

i
i

q


 , 

где n  – число зарядов в системе; iq  – заряд i-й частицы. 
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Закон Кулона. В 1785 г. Кулон1 экспериментально установил закон, ко-
торый определяет силу взаимодействия точечных зарядов. Точечным зарядом 
называется заряженное тело, размерами которого можно пренебречь по срав-
нению с расстоянием от этого тела до других заряженных тел. Кулон измерил 
силу взаимодействия двух заряженных шариков на крутильных весах. 

Закон Кулона гласит: сила взаимодействия двух неподвижных точечных 
зарядов, находящихся в вакууме, прямо пропорциональна произведению моду-
лей зарядов и обратно пропорциональна квадрату расстояния между ними: 

2
21||

r

qq
kF 


, где 

2

2
9

0 Кл

мН
 109

4

1 



k ,      или 

                                                    
2

21

04

1
||

r

qq
F





,  (3.1) 

где F


 – сила, действующая на заряд, к которому обращен вектор r


, проведен-
ный от данного заряда к другому заряду (рис. 3.1); r  – расстояние между заряда-

ми 1q  и 2q ; 
2

2
12-

0
мН

Кл
 8,85·10


  – электрическая постоянная. 

Сила Кулона действует вдоль прямой, соединяющей заряды, а ее направ-
ление зависит от знаков взаимодействующих зарядов. 

Экспериментально установлено, что сила элек-
тростатического взаимодействия зарядов зависит от 
свойств среды, в  которой они находятся. 

Безразмерная физическая величина  , равная от-
ношению модуля силы взаимодействия двух точечных 
зарядов в вакууме F0 к модулю силы их взаимодейст-
вия в веществе F , называется диэлектрической прони-

цаемостью вещества: 

||

|| 0

F

F
 . 

Для любой среды, кроме вакуума (для вакуума 1 ), закон Кулона име-
ет вид 

2
21||

r

qq
kF





. (3.2) 

                                                            
1 Шарль Огюстен Кулон (1736–1806) – французский физик и инженер. 

1F


 

 


 

2F


 
1q

 
2q

r


Рис. 3.1 
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§ 73. Электростатическое поле. 
Напряженность электростатического поля 

Если в пространство, где имеется электрический заряд, внести другой за-
ряд, то на него будет действовать сила Кулона. Следовательно, в окружаемом 
электрический заряд пространстве существует силовое электростатическое 
поле. 

Электростатическое поле – это форма материи, осуществляющая взаи-
модействия между неподвижными заряженными телами.  

Силовой характеристикой электростатического поля является вектор на-

пряженности E


. 
Напряженностью поля в данной точке называется физическая величина, 

равная отношению силы, действующей на заряд, внесенный в данную точку 
поля (пробный заряд), к величине этого заряда: 

F
E

q



. 

Единицей напряженности в системе СИ является ньютон на кулон (
Кл

Н
) 

или вольт на метр (
м

В
). 

Направление вектора напряженности совпадает с направлением силы, 
действующей на пробный положительный заряд, внесенный в данную точку 
поля. Электростатическое поле принято изображать графически с помощью 
силовых линий. 

Силовой линией (линией напряженности) электростатического поля назы-
вается линия, в каждой точке которой вектор напряженности касателен к ней. 
Линии напряженности поля точечного заряда – это прямые, начинающиеся на 
положительном заряде и уходящие в бесконечность (рис. 3.2,а) или начинаю-
щиеся в бесконечности и заканчивающиеся на отрицательном заряде 
(рис. 3.2,б). 

 

 
Рис.  3.2 

+  –

а)  б) 

E


E

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Поле называется однородным, если вектор E


 не зависит от координат 

пространства ( const

E ). Силовые линии однородного поля – эквидистантные 

параллельные прямые. Например, поле, создаваемое двумя параллельными бес-
конечными плоскостями (рис.3.3,а), является однородным. 

Поле точечного заряда является центральным, т. к. силовые линии поля 
пересекаются в одной точке (рис. 3.3,б). Найдем напряженность поля в точке 
А на расстоянии r


 от точечного заряда q . Мысленно внесем в эту точку 

пробный заряд прq . На этот заряд будет действовать кулоновская сила 

2

пр

r

qq
kF  . 

По определению напряженность 

2
0пр

A
||

4

1

|| r

q

q

F
E


 .  (3.3) 

 

 
 
Если электростатическое поле создано системой точечных зарядов, то 

напряженность поля можно определить по принципу суперпозиции: резуль-

тирующая напряженность E


 в какой-либо точке поля, создаваемого не-
сколькими зарядами, равна векторной сумме напряженностей iE


, создавае-

мых в этой точке отдельными зарядами iq : 





n

i
in EEEEE

1
21 ...


. (3.4) 

AE


Рис. 3.3 

А
прq  

r


а)  б) 

q

E

 

+ 


+
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§ 74. Поток вектора напряженности. Теорема Гаусса 

Потоком вектора напряженности че-
рез элементарную площадку dS  называется 
физическая величина d, равная произведе-
нию модуля вектора напряженности элек-
тростатического поля E  на площадь пло-
щадки и на косинус угла   между 

нормалью к площадке n


 и вектором E


 
(рис. 3.4). 

Выражение для потока вектора E


 мож-
но записать в виде скалярного произведения: 

dSEEdSSdEd n cos


, (3.5) 

где cosEEn   – проекция вектора E


 на нормаль n


 к площадке dS ; Sd


–  

вектор, модуль которого равен dS , а направление совпадает с нормалью n


. 
Поток вектора напряженности   – скалярная величина. Знак потока за-

висит от выбора направления нормали. В системе СИ поток напряженности 
измеряется в вольт-метрах ( мВ  ). 

Итак, поток вектора напряженности E


 сквозь произвольную поверхность 
S равен 


S

SdE


. (3.6) 

Подсчитаем поток вектора напряженности 

E


 для поля одного точечного заряда qi, нахо-
дящегося внутри произвольной замкнутой по-
верхности S  (рис. 3.5).  

Выделим на поверхности элемент Sd


, на-
ходящийся на расстоянии r  от заряда. Пусть 
заряд iq  положительный. 

Запишем поток вектора E


 сквозь элемент 

Sd


: 

 d
q

dS
r

q
EdSSdEd ii

0
2

0 4
cos

4

1
cos








, 

где d  =dScosα /r2- телесный угол. 
Интегрируя полученное выражение по всему телесному углу, получим 

Рис.3.4 

n


dS

E

 

Рис. 3.5 

E

 

  
d

r

iq   S  

Sd

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0

4

004 



 


ii q

d
q

. (3.7) 

Если электрическое поле создается системой точечных зарядов 1q , 2q  и 

т. д., находящихся внутри замкнутой поверхности, то поток вектора напря-
женности можно записать следующим образом: 

1 2 1 2 1 2( ...) ... ...            
       

   EdS E E dS E dS E dS  

Согласно (3.7)  
0

1
1 

q
SdE


, 
0

2
2 

q
SdE 


 и т. д. Следовательно, 

 



n

1i
i

00

2

0

1 q
1qq

SdE





, (3.8) 

где п – число точечных зарядов. 
Формула (3.8) известна под названием теоремы Гаусса1: Поток вектора 

напряженности электростатического поля сквозь произвольную замкнутую 

поверхность S  равен алгебраической сумме зарядов  iq , находящихся 

внутри этой поверхности, деленной на 0 . 

Если электрические заряды распределены неравномерно с объемной 

плотностью заряда 
dV

dq
 , то теорема Гаусса примет вид 

  .dV
1

SdE
S 0





 

Когда заряд q находится вне замкнутой поверхности, то поток вектора E


 
через нее равен нулю. 

§ 75. Потенциал электростатического поля. 
Циркуляция вектора напряженности 

Допустим, что электростатическое поле создано неподвижным положи-
тельным точечным зарядом q. В любой точке этого поля на точечный проб-

                                                            
1 Карл Фридрих Гаусс (1777–1855) – немецкий физик и математик. 
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Рис. 3.6 

ный заряд прq  (рис. 3.6) действует переменная по 

величине и направлению сила Кулона. Найдем ра-
боту, совершаемую силами поля, по перемещению 
заряда прq  из точки 1 в точку 2.  

Как известно из механики, работа перемен-
ной силы определяется интегралом от скалярного 

произведения силы F


 на элементарное переме-

щение ld


: 

 
2

1

2

1

12 cosFdlldFA


. (3.9) 

По закону Кулона сила 
2

пр

04

1

r

qq
F


 , а drdl cos  (см. рис. 3.6), то-

гда выражение (3.9) можно представить в виде 









 

210

пр
2

1
2

0

пр
12

11

44 rr

qq

r

drqq
A


. (3.10) 

Уравнение (3.10) показывает, что работа сил электростатического поля 
не зависит от формы траектории, а зависит от начального и конечного поло-
жений заряда прq . Силы, производящие такую работу, называются потенци-

альными (или консервативными).  
Из механики известно, что работа консервативных сил равна убыли по-

тенциальной энергии системы: 

12 1 2 .    pA W W W  (3.11) 

Таким образом, работа сил электростатического поля равна убыли по-
тенциальной энергии заряда в рассматриваемом поле. 

Сопоставляя уравнения (3.10) и (3.11), приходим к выводу, что потенци-
альная энергия заряда прq  в электростатическом поле равна 

r

qq
Wp

пр

04

1


 . (3.12) 

Если уравнение (3.12) разделить на прq , то получим физическую вели-

чину, которая характеризует только поле и не зависит от величины пробного 
заряда. 
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Физическая величина 
пр

  pW

q
 называется потенциалом поля в данной 

точке и является энергетической характеристикой поля. Это величина ска-
лярная. 

Уравнение (3.10) можно переписать в виде 

 21пр12   qA . (3.13) 

Эта формула справедлива при расчетах работы в любых электростатиче-
ских полях, а не только в поле точечного заряда. 

По определению потенциал поля точечного заряда  

r

q

qr

qq

0пр

пр

0 4

11

4

1


  . (3.14) 

Если поле создается системой точечных зарядов, то по принципу супер-
позиции результирующий потенциал в данной точке равен алгебраической 
сумме потенциалов, создаваемых в этой точке поля каждым зарядом в от-
дельности: 

 i . 

В уравнении (3.13) обозначим:   21  – разность потенциалов 

между двумя точками поля. Тогда разность потенциалов 

пр

12

q

A
 . 

Разностью потенциалов между двумя точками поля называется физиче-
ская величина, равная отношению работы по перемещению пробного заряда 
между этими точками к величине пробного заряда. 

В системе СИ разность потенциалов измеряется в вольтах (В). 
1 В – это разность потенциалов между такими точками электростатиче-

ского поля, при перемещении между которыми заряда в 1 Кл силы поля со-
вершают работу в 1 Дж. 

Согласно формуле (3.3) сила:   прEqF  . 

Тогда работа, совершаемая силами поля над зарядом прq  при движении 

его по замкнутому контуру, равна 


l

l dlEqA пр , 
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где cosEEl   – проекция вектора E


 на направление элементарного пере-

мещения ld


.  
Из уравнения (3.10) следует, что работа потенциальных (консерватив-

ных) сил на замкнутом пути равна нулю, значит 

.0пр 
l

l dlEq  (3.15) 

Поскольку 0пр q , то из соотношения (3.15) имеем: 

 
l

l dlE 0 . (3.16) 

Интеграл 
l

l dlE  называется циркуляцией вектора напряженности. Цир-

куляция вектора E


 в любом электростатическом поле равна нулю. Это ут-

верждение называют теоремой о циркуляции вектора напряженности E


. 
Выражение (3.16) является математическим критерием потенциальности 

поля. 

§ 76. Связь между напряженностью электростатического 
поля и потенциалом 

Из сравнения формул (3.12) и (3.14) получаем, что потенциальная энер-
гия заряда  

 прqW p . (3.17) 

Сила, действующая на заряд  прq  в электростатическом поле, равна 

прqEF


 . (3.18) 

Из механики известна связь между силой и потенциальной энергией (1.61): 

grad pF W 


 или   прпрgrad qEq


  . 

Поскольку заряд прq  не зависит от координат точек поля, то 

   gradgrad прпр qq  . Тогда 
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gradE


. (3.19) 

Проекции вектора E


 на оси координат запишутся в виде 

x
Ex 





,  

y
E y 





,  

z
Ez 





. 

Представим вектор E


 через компоненты xE , yE , zE : 


grad



















 k
z

j
y

i
x

kEjEiEE zyx


.     (3.20) 

Согласно формуле (3.20) напряженность электростатического поля равна 
градиенту потенциала, взятому со знаком минус. Знак минус означает, что 

вектор E


 направлен в сторону убывания потенциала  . 

При перемещении точечного заряда вдоль произвольного направления r  

связь между напряженностью и потенциалом имеет вид:  
r

E






, откуда 

разность потенциалов между двумя точками поля 


2

1

21 Edr . (3.21) 

Поверхность, описываемая уравнением:  , , const, x y z во всех точках 

которой потенциал   имеет одно и то же значение, называется эквипотен-

циальной поверхностью. Можно показать, что вектор E


 перпендикулярен к 
эквипотенциальной поверхности и направлен в сторону уменьшения потен-
циала  . 

§ 77. Применение теоремы Гаусса к расчету 
электростатических полей 

Для нахождения напряженности и потенциала электростатических полей 
используются два метода. 

В основе первого метода лежит принцип суперпозиции полей. Любая сис-
тема зарядов может быть разбита на бесконечно большое число элементарных 
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зарядов dq , каждый из которых создает электростатическое поле напряжен-

ностью 

3
04 r

rdq
Ed




  

и потенциалом 

r

dq
d

04
  . 

Результирующее значение напряженности и потенциала находится по 
принципу суперпозиции: 

  dq
r

r
EdE

3
04

1



,  


r

dq
d

o4

1
. (3.22) 

В основе второго метода лежит теорема Гаусса, с помощью которой 
можно рассчитать напряженность и потенциал поля для заряженных тел, ко-
гда поле обладает известной  симметрией. 

Рассмотрим несколько примеров. 
1. Поле равномерно заряженной бесконечно протяженной плоскости. 
Распределение заряда на плоскости будем характеризовать поверхност-

ной плотностью заряда 
dS

dq
 . Поверхностная плотность заряда измеряется 

в кулонах на квадратный метр  ( 2Кл м ). 

Допустим, что 0 . Из условия сим-
метрии следует, что силовые линии вектора 

E


 параллельны друг другу и перпендику-
лярны заряженной плоскости P  (рис. 3.7). 

Мысленно выделим бесконечно узкий 
прямой цилиндр с основаниями dS  и обра-
зующими, параллельными силовым линиям 
поля (рис. 3.7). 

Поток вектора E


 сквозь боковую по-
верхность этого цилиндра равен нулю. 

Согласно теореме Гаусса полный поток 

00 



dSq

SdE
i
 


. 

Учитывая, что цилиндр имеет два основания с площадью dS  каждое, 
получим 

dS

E


r

Рис. 3.7 

dS   dS  

E

  r  



P
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0
dS

EdSEdS  . 

Отсюда 

02


E . (3.23) 

Из формулы (3.23) следует, что E


 не зависит от расстояния до плоскости. 
Это означает, что электростатическое поле бесконечной плоской поверхности 

однородно.  

Используя связь  между E


 и  , находим 

разность потенциалов   между точками, ле-

жащими на расстояниях 1r  и 2r  от заряженной 

плоскости: 

 
2

1

2

1 02
drEdrd


 , откуда 

)(
2 12

0
21 rr 


 . (3.24) 

График зависимости E  от r  для 0  показан на рис. 3.8. Из него вид-
но, что при переходе через плоскость вектор напряженности скачком изменя-
ет свое направление на противоположное. 

 

 
2. Поле двух параллельных бесконечно протяженных плоскостей с по-

верхностной плотностью заряда   и  .На рис. 3.9 силовые линии поля 



d

E
  

Рис. 3.9 

321 

E+



E-


E-

E+


E+



E-




Рис. 3.8 

E  

r  
02




02


  
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положительно заряженной плоскости показаны сплошными линиями, отрица-
тельно заряженной – пунктирными. Из условия симметрии следует, что сило-
вые линии параллельны друг другу и перпендикулярны плоскостям. Как вид-
но из рис. 3.9, в областях 1 и 3 электростатические поля взаимно 
уничтожаются, так как их векторы напряженности E


 и E


 численно равны 

и направлены в противоположные стороны. Между плоскостями (область 2) 
оба вектора имеют одинаковые направления, и поэтому результирующая на-

пряженность E


 численно равна их сумме: 

0
. 

  


E E E  (3.25) 

Соответственно разность потенциалов между  плоскостями: 

 1 2 2 1
0

r r    
  


 или 

 dU
0


 , (3.26) 

где 12 rrd  ; 21 U  – напряжение между плоскостями. 

Графики зависимостей E  и   показаны на рис. 3.10. При построении 

графика 3.10,б потенциал положительно заряженной плоскости принимался 
за 1 . 

3. Поле равномерно заряженного бесконечно протяженного цилиндра 
радиуса R  (нити).  

Распределение заряда на цилиндре будем характеризовать линейной 

плотностью заряда 
dl

dq
 . Линейная плотность заряда измеряется в куло-

0






Рис.3.10  

а)  б)

E  

1  

2  

0 d r  rd0
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нах на метр Кл .
м

  
 

 Так как поле осесиммет-

рично, то его силовые линии перпендикулярны 
поверхности цилиндра и направлены радиаль-
но от оси цилиндра, если 0  (рис.3.11). Что-
бы найти напряженность поля E  на произ-
вольном расстоянии r  от оси цилиндра, 
охватим данный цилиндр вспомогательной 
цилиндрической поверхностью S , коаксиаль-
ной с заряженным цилиндром и имеющей ко-
нечную длину l . 

Поток вектора E


 сквозь основания по-
верхности S  равен нулю, так как линии на-
пряженности параллельны основаниям цилин-
дров. 

По теореме Гаусса найдем поток вектора 

E


 через образующую вспомогательного ци-
линдра радиуса r : 

  dlτSdE  
1

0


, так как 2S rl , то 

0

12 E rl l 
 , отсюда 

r
E

02


 . (3.27) 

Если Rr  , то 
R

E
02


  – напряженность поля на поверхности заря-

женного цилиндра. При Rr   0E , поскольку внутри цилиндра радиуса R  
зарядов нет. Используя формулу связи (3.21) между потенциалом и напря-
женностью, найдем разность потенциалов между двумя точками, лежащими 
вне заряженного цилиндра на расстояниях 1r  и 2r  от его оси: 

  
2

1

2

1

2

1 02 r

dr
Edrd


 , откуда 

.ln
2 1

2

0
21 r

r


   (3.28) 

r  

S  

R2  

0  

l

 ሬԦܧ

Рис. 3.11 
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График зависимости E  от r  представлен на 
рис. 3.12. 

4. Поле равномерно заряженной сферы ра-
диуса R  с поверхностной плотностью заряда 

0  (рис. 3.13). 
Силовые линии поля заряженной сферы на-

правлены радиально. Выделим для расчета две 
области: 

I область – внутри сферы, когда Rr  . Внутри 

сферы   0iq  и, следовательно, 0I E .  

А так как 0
2

1

I   drEd , получаем 1 const.   

Потенциал сферы при Rr  : 

2

сф
0 0

4
4
    
 

R R
R

, 
сф

сф 
q
С

, (3.29) 

где 
сф

2
;

4

q

R
 


 С – емкость сферы. 

II область – вне сферы (рис.3.13), когда Rr  .Охватим заряженную сферу 
вспомогательной замкнутой сферической поверхностью S и применим теоре-
му Гаусса: 

.
R4

dSE
0

2

2 



 

Тогда 

              

2
2

2
0

4
4

R
E r

 


 , 
2

2 2
0

R
E

r




 . (3.30) 

Если учесть, что 
2

сф

4 R

q


  , то 

                        

сф
2 2

04

q
E

r
 . (3.31) 

Сфера при Rr   имеет поле, аналогичное полю, создаваемому точеч-
ным зарядом. При Rr   

0
сф 


E , (3.32) 

0

Рис. 3.12 

R E
  

E

E
  

S

Рис. 3.13 

  

R  

q I  

II  

E

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а разность потенциалов: 

2 2 2 2

2 2
01 1 1

R
d E dr dr

r




      , 

21

12

0210

2

21 4

11

rr

rrq

rr

R 
















 .  (3.33) 

Графики зависимостей E  и   показаны на рис. 3.14. 

Из рассмотренных примеров можно сделать следующие выводы:  
1) при переходе через заряженную поверхность напряженность электри-

ческого поля изменяется скачкообразно; 
2) потенциал поля является непрерывной функцией координаты. 

 
 
 

   

Рис. 3.14 

   

а)  б)

0

E 

0 0

0
R

 

R   RE
 r  



193 

 
 
 

Глава 13 
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ВЕЩЕСТВЕ 

§78. Электрический диполь 

Молекулы большинства диэлектриков по своим электрическим свойст-
вам подобны диполям. 

Электрическим диполем называют систему двух равных по величине и 
противоположных по знаку зарядов q  и q , расстояние l  между которыми 

мало по сравнению с расстоянием до рассматриваемых точек поля (рис.3.15). 
Плечом диполя называют вектор, направленный по оси диполя от отри-

цательного заряда к положительному и численно равный расстоянию между 
ними. 

Произведение положительного заряда диполя q  на плечо l


 называют 

электрическим моментом диполя (дипольным моментом): 

lqp


 . (3.34) 

Электрический момент диполя совпадает по направлению с вектором l


 
и имеет размерность кулон на метр, мКл][ p


.По принципу суперпозиции 

полей напряженность в произвольной точке поля диполя равна 

  EEE


, 

где E


, E


 – напряженности полей, образованных положительным и отрица-

тельным зарядами соответственно. 

Рассмотрим частные случаи. 

r


l


Рис. 3.15 

A

E


 E


 q   q

2l 2l

p

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1. Точка А расположена на оси диполя (рис. 3.15). 
Модули напряженностей в точке А от положительного E  и отрица-

тельного E  зарядов: 

 20 24

1

lr

q
E


 

, 

 20 24

1

lr

q
E


 

. 

По принципу суперпозиции суммарная напряженность поля в точке А:  

    














  22

0
A

224

1

lr

q

lr

q
EEE


. 

После преобразования и учитывая, что 2
2

4
r

l
  (по определению дипо-

ля), получим 

3
0

3
0

A
4

2

4

2

r

p

r

ql
E


 . (3.35) 

Вектор AE


 совпадает по направлению с электрическим вектором p


, а 

само поле убывает пропорционально 31 r . 

2. Найдем выражение для напряженности поля диполя в точке В, распо-
ложенной на перпендикуляре, восстановленном к оси диполя из его середины 
(рис. 3.16). 

В силу симметрии напряженность 

  EE


 и равна 

   44BO4 22
0

2
10 lr

qq
E







. 

Треугольники ВОΔО 21  и ВЕΔЕ  рав-

нобедренные, а так как отрезок 2ВО  парал-

лелен E


 и 1ВО  параллелен E


, то ВE


 

параллелен и противоположно направлен 
вектору p


: 

0

E


 

2l

Рис.3.16 
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q   
   

 

 

E

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p

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 coscosВ   EEE , где 

  42cos 22 lrl  . 

Поэтому 
  





 


4244

2

2222
0 lrlr

ql
EВ


. 

С учетом того, что 2
2

4
r

l
 , окончательно получаем 

3 34 4
 

 В
o o

ql p
E

r r
. (3.36) 

В общем случае, когда рассматриваемая точка лежит на расстоянии r


 от 
середины оси диполя и радиус-вектор r


 образует с осью диполя произволь-

ный угол  , напряженность поля 

1cos3
4

3
3

0

 
 r

p
E . (3.37) 

Если 0 , то из формулы (3.37) получим формулу (3.35), если 
2

  , то 

формулу (3.36). 

§ 79. Электрические свойства диэлектриков 

По способности проводить электрический ток вещества делятся на про-
водники, полупроводники и диэлектрики. 

Диэлектрики – это вещества, которые при обычных условиях не прово-
дят электрический ток. Это объясняется тем, что в диэлектриках практически 
отсутствуют свободные электрические заряды. Молекулы диэлектрика элек-
трически нейтральны, так как положительный суммарный заряд ядер атомов 
равен по абсолютной величине заряду всех электронов, которые связаны с 
атомами и не могут перемещаться по всему объему диэлектрика. 

Все диэлектрики делятся на диэлектрики с неполярными молекулами и 
диэлектрики с полярными молекулами. 

В молекулах некоторых диэлектриков (H2, N2, О2, СО2 и др.) электроны 
расположены симметрично вокруг ядра. Электрический момент молекулы в 
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 + -

l

Рис. 3.17 

отсутствие внешнего электрического поля равен нулю. Поэтому молекулы 
таких диэлектриков называются неполярными. 

Если неполярную молекулу диэлектрика поместить во 
внешнее электрическое поле, то происходит смещение ор-
биты электронов, а следовательно, и центра тяжести отри-
цательных зарядов. Под действием внешнего поля  в моле-
куле индуцируется электрический момент (рис.3.17)    p=ql,  
где l – величина смещения,  q – заряд. При смещении заря-
дов возникают силы упругости, вызывающие колебания 
зарядов вокруг положений равновесия: F = -kx, где коэф-
фициент упругости k связан с собственной частотой коле-

баний зарядов    ω0
2 = 

௞

௠
. Сила упругости при смещении равна кулоновской 

силе электрического поля: kx=qE или   m ω0
2 x  =qE. Приравняв l  к  x , найдем 

величину смещения l=
௤ா

௠ఠబ
మ и определим дипольный момент молекулы: 

p=ql=
ா

௠ఠబ
మ ݍ

ଶ. Произведение числа молекул  N  на p дает вектор поляризации 

P=Np=
௺௲௤మ

௠ఠబ
మ . Вектор поляризации Р и напряженность поля Е в диэлектрике, 

как известно из опыта, связаны соотношением: Р= χε0Е. Приравняв правые 
части полученных выражений, для диэлектрической восприимчивости имеет 
выражение  

χ=
௺௤మ

௠ఠబ
మఌబ

. (3.38) 

Из (3.38) следует, что для диэлектриков с неполярными молекулами ди-
электрическая восприимчивость χ не зависит от температуры, а определяется 
частотой колебаний связанного заряда молекул относительно их центров. 

В молекулах других диэлектриков (H2О, NН3, НCl, СН3Cl и др.) электро-
ны расположены несимметрично относительно ядра. В таких молекулах цен-
тры тяжести положительных и отрицательных зарядов не совпадают, т. е. мо-
лекулы обладают электрическим моментом p


. Молекулы этих диэлектриков 

подобны жесткому диполю, так как плечо диполя l  не зависит от того, дей-
ствует на молекулу внешнее электростатическое поле или нет. Молекулы ука-
занного типа называются полярными. Диэлектрическая восприимчивость для 

полярных диэлектриков  χ = 
௺௉మ

ଷ௞்ఌబ
  и зависит от температуры. 

Если жесткий диполь поместить во внешнее однородное электростатиче-
ское поле (рис. 3.18), то на него будет действовать пара сил: EqF


1 и 

EqF


2 , создающая вращающий момент 

 sinsin pEqElM  . 
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Вектор момента M


 равен векторному произведению 

 EpM


, . (3.39) 

Момент пары сил стремится повернуть диполь так, чтобы направления 

векторов p


 и E


 совпадали. 
Если жесткий диполь находится в неоднородном электростатическом 

поле, то помимо вращающего момента на диполь будет действовать сила F


, 

равная векторной сумме сил 1F


 и 2F


. Под действием силы F


 диполь одно-

временно с вращением будет втягиваться в область электростатического поля, 
имеющего бóльшую напряженность. 

§ 80. Поляризация диэлектрика. 
Напряженность поля в диэлектрике 

Поляризацией диэлектрика называется возникновение суммарного ди-
польного электрического момента молекул в любом малом объеме диэлектри-
ка при внесении его во внешнее электрическое поле. 

Различают два типа поляризации: 
деформационная поляризация диэлектрика с 

неполярными молекулами, заключающаяся в воз-
никновении у атомов индуцированного дипольного 
момента за счет деформации электронных орбит; 

ориентационная поляризация диэлектрика с 
полярными молекулами, заключающаяся в ориен-
тации имеющихся дипольных моментов по полю. 

В результате поляризации на поверхности ди-
электрика и в его объеме появляются нескомпенси-
рованные электрические заряды, называемые свя-
занными зарядами. Обозначим их q. Сторонние 
заряды, не входящие в состав молекул диэлектрика, обозначим q. 

Количественной мерой поляризации диэлектрика служит вектор поляри-
зации (поляризованность диэлектрика): 





n

i
i VpP

1


, (3.40) 

равный сумме дипольных моментов молекул, содержащихся  в единице объе-
ма диэлектрика. Здесь ip


 – дипольный момент i -й молекулы, n  – число мо-

лекул в объеме V . В СИ вектор поляризации измеряется в кулонах на квад-
ратный метр (Кл/м2). 

r


E

 

  

q  

l

Рис.3.18 
q

2F


p

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При внесении диэлектрика во внешнее электростатическое поле напря-
женностью 0E


 вследствие поляризации внутри него образуется поле связан-

ных зарядов напряженностью E 


. По принципу суперпозиций напряженность 
поля в диэлектрике 

EEE 


0 . 

Вектор поляризации для всех изотропных диэлектриков пропорционален 

напряженности поля E


: 

EP


0 , (3.41) 

где   – безразмерная физическая величина, называемая диэлектрической 

восприимчивостью. 
Установим связь между поверхностной 

плотностью связанных зарядов    и векто-

ром поляризации P


. Пусть пластина из  
однородного диэлектрика находится в одно-
родном электростатическом поле напряжен-
ностью 0E


 (рис. 3.19). 

В результате поляризации происходит 
смещение зарядов в диэлектрике: на одной 
грани образуется избыток положительных 
зарядов с поверхностной плотностью свя-
занных зарядов   , на другой – избыток 
отрицательных зарядов с поверхностной плотностью   . Таким образом, в 
диэлектрике появляется поле связанных зарядов, вектор напряженности ко-

торого E 


 направлен в сторону, противоположную 0E


. По принципу супер-

позиций напряженность поля в диэлектрике 

EEE 


0  

или по модулю 
EEE  0 . 

Согласно формуле (3.25)  

0
 

E , 

тогда 

0
0 

 
 EE . (3.42) 

Найдем суммарный дипольный момент пластины по формуле (3.40): 

E


  

d

Рис. 3.19 

0E

 
     
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PSdPVpi  , (3.43) 

где S  – площадь грани пластины; d  – ее толщина. 
С другой стороны, согласно (3.34), суммарный дипольный момент равен 

произведению связанного заряда Sq    на толщину пластины d, т. е. 

Sdpi   . (3.44) 

Из выражений (3.43) и (3.44) следует, что 

 P . (3.45) 

Подставим в (3.42) выражения (3.45) и (3.41), получим 

EEE  0 , 

откуда 


00

1

EE
E 


 . (3.46) 

Безразмерная физическая величина   1  называется относительной 

диэлектрической проницаемостью или просто диэлектрической проницаемо-
стью вещества. Из (3.46) следует, что 

0E E  , 

т. е. диэлектрическая проницаемость показывает, во сколько раз напряжен-
ность поля в диэлектрике меньше, чем напряженность поля в вакууме.  

§ 81. Вектор электрического смещения. 
Теорема Гаусса для диэлектриков 

Для описания поля в диэлектрике помимо вектора напряженности вво-
дится вектор электрического смещения: 

ED


0 . (3.47) 

В системе СИ единицей электрического смещения является кулон на 
метр в квадрате (Кл/м2). Вектор электрического смещения не зависит от 
свойств среды и вводится как вспомогательный вектор, упрощающий изуче-
ние поля в диэлектрике. 
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Аналогично напряженности, электростатическое поле можно изображать 
линиями электрического смещения. Как видно из рис. 3.19, линии вектора 0E


 

на границе с диэлектриком претерпевают разрыв. Они могут начинаться и 
заканчиваться как на сторонних, так и на связанных зарядах. Линии вектора 

D


 начинаются и заканчиваются только на сторонних зарядах. В диэлектри-
ках, где находятся связанные заряды, линии вектора электрического смеще-
ния не прерываются. 

Для электростатического поля вектора D


 применим принцип суперпо-

зиции полей: 



n

i
iDD

1


. 

Вычислим поток вектора D


, образованный точечным электрическим за-
рядом q , сквозь сферическую поверхность радиуса r : 

qr
r

q
SdDD   2

2
4

4





. 

Если электростатическое поле образовано системой зарядов  

 iqq , то 





n

i
i

S

D qSdD
1


. (3.48) 

Уравнение (3.48) является теоремой Гаусса для диэлектрика: поток 
вектора электрического смещения сквозь произвольную замкнутую поверх-
ность равен алгебраической сумме сторонних зарядов, заключенных внутри 
данной поверхности. 

§ 82. Условия на границе раздела двух диэлектриков 

Рассмотрим условия, которым удовлетворяют векторы напряженности 

электрического поля E


 и электрического смещения D


 на границе раздела 
двух однородных и изотропных диэлектриков. 

Пусть граница плоская, а диэлектрическая проницаемость первого ди-
электрика 1 меньше диэлектрической проницаемости второго диэлектрика 

2 . Обозначим 1E


 – напряженность поля, 1D


 – вектор электрического сме-

щения в первом диэлектрике, 2E


 и 2D


 – соответственно во втором диэлек-

трике. Выделим на границе раздела диэлектриков небольшой     прямоуголь-
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ный контур abcd  (рис.3.20,а), в котором стороны ab  и cd  пренебрежимо 

малы по сравнению с l . Применим теорему о циркуляции вектора E


 (3.16), 
считая вклад в циркуляцию на участках ab  и cd  пренебрежимо малым: 

1 2 0E l E l     или  21 EE  , (3.49) 

где 1E  и 2E  – проекции вектора E


 на направление обхода контура 


, ука-

занное на рис. 3.20,а  стрелками. 

 
Рис. 3.20 

 

Из уравнения (3.49) следует, что тангенциальные составляющие векто-
ров 1E


 и 2E


 одинаковы по обе границы раздела диэлектриков, а нормальная 

составляющая nn EE 21  . 

Выделим на границе раздела диэлектриков замкнутую цилиндрическую 
поверхность с малой высотой h  и площадью основания S  (рис. 3.20,б) и 

применим теорему Гаусса для вектора D


 (3.48), считая, что сторонние заряды 
в выделенном объеме отсутствуют: 

021  SDSD nn  или nn DD 21  , (3.50) 

где nD1  и nD2  – проекции вектора D


 на внешнюю нормаль n


. Потоком век-

тора D


 через боковую поверхность цилиндра ввиду малости пренебрегаем. 
Из уравнения (3.50) следует, что нормальные составляющие векторов 1D


 

и 2D


 одинаковы. Следовательно, тангенциальная составляющая 

 21 DD  . 
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Таким образом, при переходе границы раздела диэлектриков E и nD  

изменяются непрерывно, а nE  и D  изменяются скачком, т. е. претерпевают 

разрыв. 
Разложим векторы 1E


 и 2E


 на нормальную и  тангенциальную состав-

ляющие. Поскольку ED


0 , то из (3.49) и (3.50) запишем:  21 EE  , 

nn EE 2211   . Поля векторов E


 и D


 на границе раздела двух диэлектриков 

показаны на рис. 3.20,в, из которого найдем соотношение 

n

n

EE

EE

22

11

2

1

tg

tg








 , или с учетом предыдущих условий 
2

1

2

1

tg

tg







 . 

Получили закон преломления линий E


 и D


. 
Как видно из рис.3.20,г, линии вектора напряженности электрического 

поля E


 на границе раздела двух диэлектриков не только преломляются, но и 
терпят разрыв (из-за наличия связанных зарядов), линии  вектора электриче-

ского смещения D


 только преломляются. С увеличением диэлектрической 
проницаемости угол между нормалью к границе раздела диэлектриков и ли-

ниями векторов E


 и D


 также возрастает. 

§ 83. Сегнетоэлектрики 

Сегнетоэлектрики – это кристаллические диэлектрики ( 4 4 6NaKC H O 

24H O  – сегнетова соль, 3BaTiO  – титанат бария и др.), обладающие спон-

танной (самопроизвольной) поляризованностью в определенном интервале 
температур. Сегнетоэлектрики имеют следующие отличительные свойства. 

1. Диэлектрическая проницаемость сегнетоэлектриков   велика и может 
равняться нескольким тысячам, в то время как у рассмотренных диэлектриков 
  порядка нескольких единиц (или десятков единиц). 

2. Диэлектрическая проницаемость 
сегнетоэлектриков зависит от напряжен-
ности поля E , т. е. не является постоян-
ной величиной. 

3. В сегнетоэлектриках наблюдает-
ся явление диэлектрического гистерези-
са (гистерезис – от греческого запазды-
вать).  

Как видно из рис. 3.21, с увеличе-
нием напряженности E  внешнего элек-

E

Рис. 3.21 

KEKE   0

P  

0P  
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тростатического поля числовое значение вектора поляризации P  увеличива-
ется и достигает насыщения. Если затем постепенно напряженность E  
уменьшать до нуля, то вектор поляризации уменьшится, достигнет значения 

0P  (остаточная поляризация). Лишь при наложении KE  поляризация исче-

зает полностью. Величина KE  называется коэрцитивной силой. 

Большие значения   обусловлены особенностями процесса поляризации 
в сегнетоэлектриках. Монокристалл сегнетоэлектрика разбит на ряд самопро-
извольно поляризованных областей – доменов. Спонтанная поляризация явля-
ется результатом ориентации дипольных моментов всех молекул внутри до-
мена в некотором определенном направлении. Однако при отсутствии 
внешнего поля области спонтанной поляризации располагаются так, что элек-
трические моменты разных доменов компенсируют друг друга и средняя по-
ляризация достаточно большого монокристалла равна нулю. 

При внесении кристалла сегнетоэлектрика во внешнее электростатиче-
ское поле происходит переориентация электрических моментов доменов и 
кристалл оказывается поляризованным. 

Спонтанная ориентация дипольных моментов, ведущая к образованию 
доменов, происходит в определенном температурном интервале, между так 
называемыми точками Кюри – верхней и нижней. Для сегнетовой соли 

К 297верх T , К 255ниж T . 

Сегнетоэлектрики используют для изготовления конденсаторов большой 
электроемкости и малых размеров, для модуляций частоты электромагнитных 
колебаний и т. д. 

Отметим еще одно явление, наблюдаемое в диэлектриках. При сжатии 
или расширении в определенных направлениях на гранях некоторых кристал-
лов (кварц, турмалин, сегнетова соль и др.) появляются электрические заряды 
подобные поляризационным. Это явление получило название прямого пьезо-
электрического эффекта, а кристаллы, у которых он наблюдается, называют-
ся пьезоэлектриками. При внесении пьезоэлектрика в электростатическое 
поле наблюдается механическая деформация кристалла – это обратный пье-
зоэффект. 

Пьезоэлектрики широко применяются в технике. 

§ 84. Проводники в электростатическом поле 

При внесении проводника в электростатическое поле в нем происходит 
перераспределение носителей зарядов до тех пор, пока результирующая на-
пряженность поля внутри проводника не станет равной нулю: 

00  iEEE


, 
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а линии напряженности вне проводника – пер-
пендикулярными к его поверхности. Здесь 0E


 – 

напряженность внешнего поля, iE


— напря-

женность поля индуцированных зарядов. 
Таким образом, нейтральный проводник, 

внесенный в электростатическое поле, разрыва-
ет часть силовых линий поля, так как они за-
канчиваются на отрицательных индуцирован-
ных зарядах проводника и вновь начинаются на 
положительных. Внутри проводника поле от-
сутствует, потенциал всех точек внутри про-
водника будет постоянным и равным потенциа-
лу его поверхности (рис. 3.22): 

пов const.     

Поверхность проводника становится экви-
потенциальной поверхностью. Силовые линии 
поля будут перпендикулярны к эквипотенци-
альным поверхностям, так как работа по пере-

мещению заряда вдоль поверхности проводника равна нулю. Следовательно, 

векторы напряженности E


 направлены по нормали к эквипотенциальным 
поверхностям. 

Выделим небольшой цилиндрический объем с площадью оснований S, 
охватывающий часть поверхности проводника, несущей положительный за-
ряд (рис. 3.23). 

Линии вектора напряженности поля E


 перпендикулярны поверхности. 
Применим для выделенного объема теорему Гаусса. Потоки вектора напря-
женности через боковую поверхность и внутреннее основание цилиндра рав-
ны нулю. 

Поток вектора E


 через наружное основание цилиндра, 
если проводник граничит с вакуумом, равен 

0
 S

SE


 , 

где   – поверхностная плотность заряда на проводнике. 
Поделив правую и левую части на S , получим связь на-
пряженности электрического поля непосредственно у по-
верхности с поверхностной плотностью заряда проводника: 

0


E . 

  0


E

E

  S

Рис. 3.23 

0E  

  

const

Рис. 3.22 

Эквипотенциальные 
поверхности 

– 

– 
– 
– 
– 
– 

  
  
  

  
  
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Когда поверхностная плотность заряда 0 , то 0|| E


, вектор напря-

женности E


 направлен к поверхности проводника. 
Электроемкостью уединенного проводника называется физическая вели-

чина, равная отношению заряда проводника к его потенциалу: 


q

C  . (3.51) 

Электроемкость проводника не зависит ни от заряда, ни от потенциала, а 
зависит от его размеров и формы, а также от относительной диэлектрической 
проницаемости среды, в которой находится проводник. В системе СИ элек-
троемкость измеряется в фарадах (Ф). 1 Ф – это электроемкость такого уеди-
ненного проводника, при сообщении которому заряда 1 Кл его потенциал 
увеличивается на 1 В. 

Найдем электроемкость шара. Потенциал поверхности шара можно оп-
ределить по формуле потенциала поля точечного заряда, так как вне шара 
силовые линии поля совпадают с линиями поля точечного заряда, если бы 
заряд был расположен в центре шара. Поэтому  

r

q

0
ш 4

1


  , (3.52) 

где r – радиус шара. 
Подставив уравнение (3.52) в (3.51), получим 

rq
q

r
C 00ш 44   . 

Электроемкость шара зависит от его радиуса. Если шар находится в сре-
де с относительной диэлектрической проницаемостью , то  

ш 04C r . 

Электрическая емкость Земли составляет около 700 мкФ.  

§ 85. Конденсаторы 

Конденсатором называется устройство, состоящее из двух проводни-
ков, образующих квазизамкнутый объем, разделенных диэлектриком. Обра-
зующие конденсатор проводники называются обкладками. В зависимости от 
формы обкладок конденсаторы бывают плоские, сферические и цилиндри-
ческие. 
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Электроемкостью конденсатора называется физическая величина, равная 
отношению заряда одной из обкладок к разности потенциалов между обклад-
ками. При отключенном источнике тока разность потенциалов равна напря-
жению (U ) между обкладками: 

U

qq
C 





. 

Плоский конденсатор состоит из двух пластин, разделенных диэлектри-
ком. Если размеры пластин гораздо больше расстояния между ними, то поле 
внутри такого конденсатора можно считать однородным. 

По определению емкость конденсатора  

q
С

U
 . (3.53) 

Заряд q  на обкладке конденсатора выразим через поверхностную плот-

ность сторонних зарядов  : 

Sq  , (3.54) 

где S  – площадь обкладки конденсатора. 
Запишем связь напряженности с разностью потенциалов: 

d

U

d
E 





, (3.55) 

где d  – расстояние между обкладками. 
Напряженность поля конденсатора связана с поверхностной плотностью 

зарядов соотношением (3.25), деленным на  : 

0


E , (3.56) 

где   – диэлектрическая проницаемость диэлектрика, находящегося между 
обкладками. 

Подставив уравнения (3.54)–(3.56) в выражение (3.53), получим формулу 
электроемкости плоского конденсатора: 

d

S
C 0
 . (3.57) 
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Электроемкость плоского конденсатора прямо 
пропорциональна площади обкладки, относитель-
ной диэлектрической проницаемости и обратно 
пропорциональна расстоянию между обкладками. 

Цилиндрический конденсатор представляет 
собой два коаксиальных цилиндра (рис.3.24), 
имеющих общую ось симметрии, пространство ме-
жду которыми заполнено диэлектриком. 

Если длина 2Rl  , то поле такого конденса-

тора можно рассматривать как поле заряженного 
бесконечно длинного цилиндра, для которого со-
гласно (3.27) 

rl

q

r
E

00 22 


 , 

где   – диэлектрическая проницаемость диэлектрика, заполняющего конден-
сатор. 

По уравнению (3.28) найдем разность потенциалов между цилиндрами: 

2
1 2

0 1

ln
2

Rq

l R
 


  . 

Тогда емкость цилиндрического конденсатора 

 12

0

21 ln

2

RR

lq
C







 . (3.58) 

Сферический конденсатор представляет собой две концентрические 
сферы с радиусами 1R  и 2R , разделенные слоем диэлектрика с диэлектриче-

ской проницаемостью  . Напряженность поля между обкладками сфериче-
ского конденсатора найдем по формуле (3.31): 

2
04

1

r

q
E


 , 

а разность потенциалов по формуле (3.33): 

21

12

0
21 4 RR

RRq 



 . 

Рис. 3.24 

1R

2R  

l
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Емкость сферического конденсатора 

12

21
0

21

4
RR

RRq
C





 


. 

Для получения большой электрической емкости конденсаторы соединя-
ются в батарею параллельно (рис. 3.25,а). 

 

 
 

На каждой из двух обкладок накапливается суммарный заряд: 

 



n

i
i

n

i
i Cqq

1
21

1

 . 

Так как при параллельном соединении 1 2 const    на обкладках всех 

конденсаторов, то 

 



n

i
iCq

1
21  . 

Емкость системы 

21  


q
C , 

следовательно, 

 

  




 





n

i
i

n

i
i

C

C

C
121

1
21




. (3.59) 

Электроемкость батареи при параллельном соединении конденсаторов 
равна сумме емкостей соединенных конденсаторов. 

При последовательном соединении (рис. 3.25,б) заряд q на пластинах каж-
дого конденсатора одинаковый. А разность потенциалов между точками 1 и 2 

1C

1  

Рис. 3.25 

а) 

2C   nC  

2

б)

1C 2C   nC  

1   2
1 2 



209 





n

i i

n

i i

n

i
i C

q
C

q

111
21

1 . 

С другой стороны, 

C

q
 21  , 

где C  – емкость батареи. 
Тогда емкость батареи последовательно соединенных конденсаторов 





n

i iCC
1

11
. (3.60) 

При последовательном соединении конденсаторов электрическая ем-
кость батареи меньше наименьшей из электроемкостей iC , но пробивное на-

пряжение батареи увеличивается. 

§ 86. Энергия электростатического поля 

Энергия системы неподвижных точечных зарядов. Рассмотрим систему 
двух неподвижных точечных зарядов 1q  и 2q , находящихся на расстоянии r 

друг от друга. Каждый из этих зарядов в поле другого заряда обладает потен-
циальной энергией 

1211 qW   и 2122 qW  , 

где 12  и 21  – соответственно потенциалы, создаваемые зарядом 2q  в точке 

нахождения  заряда 1q , и зарядом 1q  в точке нахождения заряда 2q . 

По определению потенциала, создаваемого точечным зарядом (в вакууме): 

r

q2

0
12 4

1


  и 

r

q1

0
21 4

1


  , 

поэтому 
WWW  21 , 

т. е. роль каждого заряда во взаимодействии одинакова. 
Окончательно можно записать: 

22
2112212121

212121
WWqq

qqW








 . (3.61) 
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Найдем далее энергию взаимодействия для системы, состоящей из трех 
точечных зарядов: 

231312 WWWW  . 

Представим каждое слагаемое в симметричном виде аналогично форму-
ле (3.61): 

222
322331132112 WWWWWW

W








 . 

Сгруппируем члены с одинаковыми первыми индексами: 

     
2

323123211312 WWWWWW
W


 . 

Каждая сумма в круглых скобках – это энергия iW  взаимодействия i -го 

заряда с остальными зарядами. Поэтому последнее выражение можно перепи-
сать в виде 








3

1

321

2

1

2
i

iW
WWW

W . (3.62) 

Обобщив выражение (3.62) на систему из произвольного числа зарядов 
n , получим энергию взаимодействия системы точечных зарядов: 





n

i
iWW

1
2

1
. 

Поскольку 

iii qW  , 

где qi – i-й заряд системы;  i – потенциал, создаваемый в месте нахождения i-го 
заряда всеми остальными зарядами системы, получим окончательное выраже-
ние для энергии взаимодействия системы точечных зарядов: 





n

i
iiqW

1
2

1  . (3.63) 

Энергия заряженного проводника и конденсатора. Пусть проводник 
имеет заряд q и потенциал . Поскольку значение   во всех точках, где име-
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ется заряд, одинаково, то   можно вынести из-под знака суммы в формуле 

(3.63). Тогда оставшееся выражение есть не что иное, как заряд q  на провод-

нике, и 

C

qCq
W

222

22




. (3.64) 

По формулам (3.64) определяется энергия заряженного проводника. 
Найдем выражение для энергии заряженного конденсатора. 
Пусть q  и   – заряд и потенциал положительно заряженной обкладки 

конденсатора. Тогда выражение (3.64) можно разбить на две части – для по-
ложительно и отрицательно заряженных обкладок: 

2
 


 qq

W . 

Так как 

  qq , 

то 

  qUqW
2

1

2

1
   , 

где  qq  – заряд конденсатора; U – напряжение на его обкладках. Приняв 

во внимание, что  
U

q
C  , получим выражение для энергии конденсатора:  

C

qCUqU
W

222

22

 . (3.65) 

Энергия электростатического поля. На примере поля плоского конден-
сатора найдем выражение для энергии электростатического поля. Согласно 
уравнению (3.65) энергия плоского конденсатора 

2

2CU
W  , 

где 
d

S
C 0
  (см. 3.57), а EdU  . 

Тогда 

V
E

dE
d

S
W

22

2
0220 

 , (3.66) 

т. к. VdS   – объем конденсатора. 
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Формула (3.66) справедлива для однородного поля. В случае неоднород-
ного поля 

 
VV

dV
ED

dV
E

W
22

2
0

, (3.67) 

где D


 – вектор электрического смещения. 
Формула (3.67) показывает, что поле имеет энергию. Из формулы (3.66) 

найдем объемную плотность электрической энергии: 

0

22
0

222 


 DEDE

V

W
 . (3.68) 

Объемная плотность энергии электростатического поля измеряется в 
джоулях на кубический метр (Дж/м3). 

Зная плотность энергии поля в каждой точке, можно определить энер-
гию, заключенную в произвольном объеме поля V : 

 
VV

dV
E

dVW
2

2
0

 . (3.69) 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 38. Тонкий очень длинный стержень равномерно заряжен с ли-
нейной плотностью заряда 10 мкКл/м. На перпендикуляре к оси стержня, 
восстановленном из конца его, находится точечный заряд 10q нКл. Рас-

стояние заряда от конца стержня 2,0a м. Найти силу F  взаимодействия 
заряженного стержня и точечного заряда. 

 
Решение.  Допустим, что стержень и заряд q положи-
тельно заряжены. Выделим на стержне малый элемент 
длины dl, в силу чего заряд на нем dldq   можно счи-

тать точечным (см. рис. к задаче). По закону Кулона 
найдем силу взаимодействия зарядов dq и q: 

 

2
04

1

r

dlq
dF




 . (1) 

Дано:  
510 Кл/м 
810 q Кл 

2,0a м 

F = ? 
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Так как 

cos

a
r  , (2) 

a           cosdlrdAC  , то 







2coscos

adrd
dl  . (3) 

Подставив выражения (2) и (3) в (1), 
получим 

a

dq

a

daq
dF






0
22

0

2

4

1

cos4

cos
 . (4) 

Разложим вектор Fd


 по взаимно перпендикулярным направлениям x  и y : 

sindFdFx  ,  cosdFdFy  . (5) 

Подставим в уравнение (5) выражение (4): 

0

1 sin

4x

q d
dF

a

  


 , (6) 

0

1 cos

4y

q d
dF

a

  


 .  (7) 

Интегрируя (6) и (7) с пределами от 0  до 2 , найдем: 

2
2

0
0 0 00

1 1 1sin cos ,
4 4 4


        

  x
q q q

F d
a a a

 (8) 

2

0 00

1 1
cos

4 4y

q q
F d

a a

  
 

  . (9) 

По теореме Пифагора определим неизвестную силу: 

dl
Рис. к задаче 38 

x

 A
C

a

q

E




d

  

y

Fd


xFd

 

yFd

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 
2 2 2 2

2 2
2 2

00

( ) 21 1 .
44

      


x y
q q q

F F F
aa

 

Ответ:  мН 36,6F . 
 

Задача 39. Расстояние d  между двумя длинными тонкими проволоками, 
расположенными параллельно друг другу, равно 16 см. Проволоки равномер-
но заряжены разноименными зарядами с линейной плотностью 150
 мкКл/м. Какова напряженность E  поля в точке, удаленной на 10r см как 
от первой, так и от второй проволоки? 

 
Решение.  Каждая заряженная проволока создает в за-
данной точке электрическое поле напряженностью 

r
EE

02


  . (1) 

 
Согласно принципу суперпозиции электрических полей, результирую-

щее поле имеет напряженность 

  EEE


. 

По теореме косинусов 

cos222
  EEEEE , (2) 

где   – угол между векторами E


 и E


. 

Угол   180 . Угол   найдем по 

теореме косинусов: 

2 2 2 2 cosd r r rr    , 

2

22

2

2
cos

r

dr 
 , тогда 

         
 

2

22

2

2
cos180coscos

r

rd 
  . (3) 

Дано:  
16d  см 

м

мкКл
150  

1,0r  м 
E = ? 

  

Рис. к задаче 39 
+ ‐

E


 

E


E


r  

d  

r  


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Подставив выражения (1) и (3) в уравнение (2), получим 

2 2 2
2 2

2
0 0 0

2 2

2 2
0 0

22
2 2 2 2

21 1 2 .
2 2 2

                       
    
 

d rE
r r r r

dd r
r r r

 

Ответ: .
м

МВ
 2,43E  

 
Задача 40. Шар радиусом 61 R  см заряжен до потенциала 3001   В, 

а шар радиусом 42 R  см – до потенциала 5002   В. Найдите потенциал 

шаров после того, как их соединили металлическим проводником. Емкостью 
соединительного проводника пренебречь. 

 
Решение.  Определим заряд шаров до и после соеди-

нения их проводником. Электрическая емкость шара, с 
одной стороны, 

RC 04 ,   (1) 

с другой стороны, емкость 


q

C  .   (2) 

Из уравнений (1), (2): 
 Rq 04 . (3) 

Заряды шаров до соединения их проводником найдем по формуле (3): 








.4

,4

2202

1101




Rq

Rq
  (4) 

После соединения проводником потенциалы шаров станут одинаковыми 
и равными  , а их заряды 1q  и 2q  определятся по формуле (3): 








.4

,4

202

101




Rq

Rq
 (5) 

По закону сохранения электрического заряда запишем: 

Дано:  
61 R  см 

3001   В 

42 R  см 

5002   В 

 = ? 
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2121 qqqq  . (6) 

Подставив уравнения (4) и (5) в (6), получим 

    21022110 44 RRRR  , 

1 1 2 2

1 2
; 380 В.

R R
R R
     


 

Ответ: В 380 . 

 
Задача 41. Пространство между пластинами плоского конденсатора за-

полнено эбонитом, толщина которого 5d  мм. Определите работу, необхо-
димую для удаления диэлектрика из конденсатора, если поверхностная плот-

ность зарядов на его пластинах 
2

мкКл
1,8 ,

м
    а площадь пластины 

2м 01,0S . 

 
Решение.  Согласно закону сохранения энергии, работа 

12 WWA  , 

где 2W  и 1W  – энергия поля конденсатора в начальном и 

конечном состояниях. 

Так как 
1

2

1 2C

q
W  , 

2

2

2 2C

q
W  , 

d

S
C 0

1


 , 0
2

S
C ,

d


  

Sq  , то выражения для энергии поля конденсатора примут вид 

0

2

0

22

1 2

1

2

1





 Sd

S

dS
W  ,     

2

2
0

1

2

Sd
W




 , 

где 1C  и 2C  – начальная и конечная емкости конденсатора; q  – заряд пласти-

ны. 

Тогда 
2

0

1 11 ; 6 мкДж.
2

SdA A       
 

Ответ: 6A  мкДж. 

Дано:  
3105 d м 

2м

мкКл
 8,1  

2м 01,0S  

A = ? 
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Задача 42. Сплошной парафиновый шар радиусом 10R  см заряжен 

равномерно по объему с объемной плотностью заряда 
3м

нКл
 10 . Определи-

те энергию 1W  электрического поля, сосредоточенную в самом шаре, и энер-

гию 2W  вне его. 

 
Решение.  Объемная плотность заряда 

  3 3

3

4 3 4

q q q

V R R


 
   , 

где V  – объем шара; q  – заряд шара. 

Электрическое поле, созданное заряженным шаром, 
не является однородным, т. е. энергия в диэлектрике (как 

в парафине, так и в воздухе) распределена неравномерно. Однако поле заря-
женного шара обладает сферической симметрией, поэтому объемная плот-
ность энергии одинакова во всех точках, отстоящих на равных расстояниях от 
центра шара. 

Выделим внутри шара тонкий сферический слой объемом 

drrdV 2
11 4 , (1)  

имеющий радиус 1r  и толщину dr . 

Заряд внутри слоя  3
11 3

4
rq  . По теореме 

Гаусса запишем: 

01

3
1

01

1
1

2
1 3

4
4







rq
Er  ,          (2) 

откуда напряженность поля 1E , создаваемая 

зарядом 1q  в сферическом слое, равна 

01

1
1 3

1


r

E  .                        (3) 

Выразим энергию в элементарном сферическом слое объемом 1dV , ис-

Дано:  
1,0R  м 

3м

нКл
 10  

21   

12   

1W = ? 2W = ? 

1r

Рис. к задаче 42 

dr

dr
2r  

0R

1

2  
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пользуя уравнения (1)–(3): 

drrdVEdVdW 4
1

01

2

1
2
10111 9

2

2

1


  . (4) 

Полная энергия, сосредоточенная в парафиновом шаре, выразится инте-
гралом 

2 2 5
4

1 1 11
1 0 1 00

2 2 ; 7,88 нДж.
9 45

R
RW dV r dr W     

      

Выделим вне шара тонкий сферический слой радиусом r2, толщиной dr  

и объемом drrdV 2
22 4 , внутри которого находится электрический заряд 

 3
2 3

4
Rq   (заряд шара). 

Проделав аналогичные операции, найдем: 

2
2
2022 2

1
dVEdW  , 

где 
2

202

3

2
2

3

02
2

2

2

02
2

33

4

4

1

4

1

r

R

r

R

r

q
E





  – напряженность поля, соз-

даваемая зарядом 2q  в точках сферического слоя радиусом 2r . 

6 2 5 2

2 2 0 22 2 2
2 02 0 2

22 ; 78,8 нДж.
99


      

   
R

R dr RW W
r

 

Ответ:  нДж; 88,71 W  нДж. 8,782 W  
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Глава 14 
ПОСТОЯННЫЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОК 

§ 87. Условия возникновения электрического тока. 
Сила тока. Плотность тока 

Электрическим током называется упорядоченное (направленное) дви-
жение заряженных частиц. Ток, образованный зарядами, движущимися по 
проводнику, называют током проводимости. В зависимости от природы но-
сителей тока в проводнике различают проводимость электронную   (в метал-
лах), ионную (в электролитах), электронно-ионную (в газах), электронно-
дырочную (в полупроводниках). 

За направление тока принимается направление движения положительно 
заряженных частиц. 

Для возникновения и существования тока проводимости в веществе не-
обходимо, чтобы в нем имелись носители тока и электрическое поле, вызы-
вающее и поддерживающее их упорядоченное движение. 

Чтобы ток в проводнике был постоянным, необходимо на его концах 
поддерживать постоянное напряжение, а в проводнике неизменяющееся элек-
трическое поле. Для этого в замкнутую цепь должен быть включен источник 
ЭДС. 

Количественными характеристиками электрического тока являются сила 
тока I  и плотность тока j. 

Силой тока называют скалярную величину, равную отношению заряда 
dq , переносимого через поперечное сечение проводника за интервал времени 

dt , к величине этого интервала: 

dt

dq
I  . (3.70) 

За единицу силы тока в СИ принят ампер (А). 
Электрический ток, сила которого с течением вре-
мени не изменяется, называется постоянным.  

Рассмотрим проводник, по которому течет ток. 
За промежуток времени dt  через поперечное 

сечение S  проводника (рис.3.26) пройдет число за-
ряженных частиц N , находящихся в объеме, огра-
ниченном сечениями 1 и 2: 

0q

Рис. 3.26 

dtнv  

нv
S 1 2
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dtnSN нv , 

где n  – концентрация заряженных частиц; нv  – скорость их направленного 

движения (дрейфа). 
Общий заряд этих частиц 

dtnSqdq н0 v , 

где 0q  – заряд частицы. 

Тогда сила тока 

н0 vnSq
dt

dq
I  . (3.71) 

Итак, сила тока зависит от заряда, переносимого каждой частицей, кон-
центрации частиц, скорости их направленного движения и площади попереч-
ного сечения проводника. 

Плотность тока – это векторная физическая величина, совпадающая с 
направлением тока, равная отношению силы тока к площади поперечного се-
чения проводника, перпендикулярного направлению тока: 

e
S

I
j


 , 

где e


 – единичный вектор, совпадающий с направлением тока. 
В СИ за единицу плотности тока принят ампер на квадратный метр  

(А/м2). 
Приняв во внимание уравнение (3.71), получим плотность тока 

н0 vnqj  . 

Вектор плотности тока по направлению совпадает с направлением дви-
жения положительно заряженных частиц: 

н0 v


nqj  . (3.72) 

Для электролитов плотность тока 

 0 н нv vj j j q n n        
    

, 

где j 


, j 


 – плотности тока положительных и отрицательных ионов; n , n  

– концентрация положительных и отрицательных ионов; нv , нv  – скорости 

направленного движения положительных и отрицательных ионов. 
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Зная вектор плотности тока, можно найти силу тока, протекающего по 
проводнику: 


S

SdjI


, (3.73) 

где Sd


 – вектор бесконечно малой площадки в сечении проводника, перпен-

дикулярном вектору j


.Таким образом, сила тока равна потоку вектора плот-

ности тока через заданную поверхность. 

§ 88. Электродвижущая сила и напряжение 

В замкнутой электрической цепи на носители тока действует сила элек-
тростатического поля, вызывая их перемещение от точек с большим потен-
циалом к точкам с меньшим потенциалом (для положительных зарядов). Пе-
ремещение зарядов приведет к выравниванию потенциалов во всех точках 
электрической цепи и ток прекратится. Для поддержания тока в цепи кроме 
электростатических сил должны действовать силы неэлектростатического 
происхождения,  называемые  сторонними силами. 

Природа сторонних сил может быть различна. В источнике ЭДС проис-
ходит непрерывное превращение энергии неэлектрического происхождения в 
электрическую: в электрогенераторе – механической, в аккумуляторе – хими-
ческой, в термобатарее – тепловой, в фотоэлементе – световой и т. д. За счет 
таких превращений в источнике ЭДС происходит разделение разноименных 
зарядов, в результате которого на клеммах источника накапливаются заряды 
противоположных знаков, и устанавливается постоянная разность потенциа-
лов. 

При подключении нагрузки к источнику ЭДС электростатическое поле 
разделенных зарядов совершает работу по перемещению заряда q во внешней 
цепи. Затраты энергии электростатического поля во внешней цепи восполня-
ются за счет работы сторонних сил по разделению электрических зарядов. 
Таким образом, полная работа в замкнутой цепи совершается за счет энергии 
сторонних сил, действующих внутри источника. 

Физическая величина, равная отношению работы стA , совершаемой сто-

ронними силами при перемещении заряда q в электрической цепи, к значению 
этого заряда, называется электродвижущей силой (ЭДС) источника: 

E = 
஺ст
௤

. 

Электродвижущую силу выражают в вольтах (В). 
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Работа сторонних сил по перемещению заряда q  по замкнутой цепи равна 

A F dl q E dl,ст ст ст  
  

   (3.74) 

где стF


 – сторонняя сила, ld


 – элементарное  перемещение заряда, стE


 – на-

пряженность поля сторонних сил. 
Разделив уравнение (3.74) на величину перемещаемого заряда q  , полу-

чим ЭДС, действующую в цепи:  

E ൌ
஺ст
௤
ൌ  .ሬԦст݀Ԧ݈ܧ∮

Таким образом, ЭДС, действующая в замкнутой цепи, равна циркуляции 
вектора напряженности поля сторонних сил. 

Участок 1–2 электрической цепи (рис. 3.27, а) содержащий ЭДС, называ-
ется неоднородным участком цепи. 

 

 
 
На заряд q  на данном участке цепи 1–2 действуют как сторонние силы 

стF , так и силы электростатического поля eF : 

 EEqFFF e


 стст . 

Работа результирующей силы F


 на участке 1–2 равна 

ଵଶܣ ൌ ݍ ׬ ሬԦст݀Ԧ݈ܧ
ଶ
ଵ ൅ ݍ	 ׬ ሬԦ݀Ԧ݈ܧ

ଶ
ଵ ൌ	qE ൅	ݍሺ߮ଵ െ ߮ଶሻ. (3.75) 

Напряжением (падением напряжения) 12U  на участке цепи 1–2 называ-

ется физическая величина, численно равная работе, совершаемой электриче-
скими и сторонними силами по перемещению единичного положительного 
заряда: 

ଵܷଶ ൌ 		߮ଵ െ ߮ଶ + E . (3.76) 

а) 

A

V
R

I
21

E R

Рис. 3.27 

1   2

1 r 2

б)

б 

б) 
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Однородным называется участок электрической цепи, на котором не дей-
ствуют сторонние силы. Напряжение 12U  на однородном участке цепи совпа-

дает с разностью потенциалов на концах участка: 

12 1 2– .U     

§ 89. Закон Ома для однородного участка цепи 

Зависимость силы тока в проводнике от напряжения (рис. 3.27,б) запи-
сывается в виде уравнения 

R

U
I  , (3.77) 

которое выражает закон Ома1 в интегральной форме для однородного уча-
стка цепи: сила тока в проводнике прямо пропорциональна приложенному 
напряжению U и обратно пропорциональна сопротивлению проводника R. 
Сопротивление измеряется в омах (Ом). 

Сопротивление 1 Ом имеет такой проводник, в котором при напряжении 1 В 
течет ток силой 1 А. 

Сопротивление металлического проводника зависит от его размеров и 
материала, из которого он изготовлен: 

S

l
R  , (3.78) 

где l – длина проводника; S – площадь поперечного сечения;  – удельное со-
противление материала, из которого изготовлен проводник. 

Из уравнения (3.78) имеем: 

l

S
R . 

Удельное сопротивление – это физическая величина, равная сопротивле-
нию проводника, изготовленного из данного материала, имеющего единич-
ную длину и единичную площадь поперечного сечения. 

Единицей удельного сопротивления в СИ является ом-метр (Омм). 
Проводники, образующие электрическую цепь, могут быть соединенны-

ми между собой различными способами.  
При последовательном соединении (рис.3.28,а) проводники включаются 

в цепь поочередно друг за другом. Если последовательно соединено n про-
                                                            

1 Георг Симон Ом (1787–1854) – немецкий физик. 
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водников, то сопротивление цепи R равно сумме сопротивлений этих провод-
ников: 

.
1




n

i
iRR  

При параллельном соединении n проводни-
ков (рис. 3.28,б) сопротивление цепи рассчиты-
вается по формуле 





n

i iRR
1

11
, 

где Ri – сопротивление отдельно взятого проводника. 
Подставив выражение (3.78) в закон Ома (3.77), получим 

l

U

S

I


 . (3.79) 

Физическая величина 


 1
  называется удельной электрической прово-

димостью и измеряется в сименсах на метр (См/м). Так как E
l

U
  – напря-

женность электрического поля в проводнике, а j
S

I
  – плотность тока, то 

формула (3.79) перепишется в виде 

j E  или .j E


 (3.80) 

Получим закон Ома для однородного участка цепи в дифференциальной 
форме, связывающий плотность тока в любой точке внутри проводника с на-
пряженностью электрического поля в этой точке. 

§ 90. Работа и мощность тока. Закон Джоуля–Ленца 

При упорядоченном движении заряженных частиц в проводнике силы 
электрического поля, действующие на заряды, совершают работу. Эту работу 
называют работой тока. 

Пусть за промежуток времени dt  через поперечное сечение однородного 
проводника проходит заряд dq . Электрическое поле между точками провод-

ника с напряжением U  совершает работу UdqdA  . 

1R  

Рис. 3.28 

а) 

б) 

2R 3R

1R   2R 3R
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Так как сила тока 
dt

dq
I  , то 

IUdtdA  . (3.81) 

Работа тока на участке цепи равна произведению силы тока, напряжения 
и времени, в течение которого совершалась работа. 

Единица работы электрического тока – джоуль (Дж). С помощью закона 
Ома для участка цепи и формулы (3.81) можно получить эквивалентное урав-
нение для работы тока: 

RdtIIUdtdA 2 . (3.82) 

Работа, совершаемая источником, ЭДС которого E, равна 

ܣ݀ ൌ E Idt. (3.83) 

Мощность P  постоянного тока – это физическая величина, равная 
отношению работы, совершаемой током за время dt , к этому интервалу 
времени: 

dt

dA
P  . (3.84) 

Подставив формулу (3.81) в (3.84), получим 

IUP  . (3.85) 

Мощность тока выражается в ваттах (Вт). 
Используя уравнение (3.82), для мощности тока запишем: 

R

U
RIP

2
2  . (3.86) 

На практике для измерения работы и энергии электрического тока часто 
используют внесистемную единицу – киловатт-час (кВтч);1 кВт ч =  

63,6 10 Дж=   . 
При прохождении электрического тока проводник нагревается. Закон, 

определяющий количество теплоты, выделившееся в проводнике, был экспе-
риментально установлен английским ученым Джоулем1 и русским ученым 
Ленцем2. 

                                                            
1 Джеймс Прескотт Джоуль (1818–1889) – английский физик. 
2 Эмилий Христианович Ленц (1804–1865) – русский физик и электротехник. 
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Закон Джоуля–Ленца в интегральной форме: количество теплоты, вы-
деляемое проводником с током, равно произведению квадрата силы тока, 
сопротивления проводника и времени прохождения тока по проводнику: 

RdtIdQ 2 . (3.87) 

Количество теплоты, выделяемое в проводнике, может быть рассчитано 
по любому выражению уравнения (3.82). 

Выделим в проводнике элементарный объем 

dldSdV  , 

сопротивление которого согласно выражению (3.78) 

dS

dl
R  . 

По формуле (3.87) закона Джоуля–Ленца найдем количество теплоты 
dQ , которое выделится в объеме dV  за промежуток времени dt : 

  dVdtjdt
dS

dl
jdSdt

dS

dl
IRdtIdQ 2222   . (3.88) 

Используя закон Ома в дифференциальной форме j E  и выражение 


 1
 , получим 

2 .dQ E dVdt  (3.89) 

Количество теплоты, выделяемое единицей объема проводника за еди-
ницу времени, называется удельной тепловой мощностью тока: 

2 .
dQ

E
dVdt

    (3.90) 

Уравнение (3.90) называется законом Джоуля–Ленца в дифференциаль-
ной форме. 

§91. Закон Ома для неоднородного участка цепи 

Неоднородный участок цепи показан на рис. 3.27,а. Работа всех сил (сто-
ронних и электрических), совершаемая при перемещении заряда на участке  
1–2, определяется по формуле 
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ଵଶܣ݀ ൌ E	ݍ ൅ ሺ߮ଵݍ െ ߮ଶሻ.  (3.91) 

По закону сохранения и превращения энергии данная работа 12dA  равна 

количеству теплоты dQ , выделяемой на этом участке: 

  IRqIdtIRRdtIdQ  2 , (3.92) 

т. е. 12dA dQ  или  IRq	ൌ qE ൅	ݍሺ߮ଵ െ ߮ଶሻ,  
откуда получаем закон Ома для неоднородного участка цепи: 

 1 2

1
,I

R r

  



E

 (3.93) 

где R = R1 + r – сопротивление всей цепи; 
r  – внутреннее сопротивление источника; 
R1 – сопротивление внешней цепи. 

Если участок цепи замкнут, то 

21    и уравнение (3.93) запишется в 

виде 

1
.I

R r



E  (3.94) 

Сила тока равна отношению ЭДС, 
действующей в электрической цепи, к 
полному сопротивлению цепи. 

Уравнение (3.94) называется законом 
Ома для полной цепи. Различают последо-
вательное и параллельное соединение ис-
точников в батареи. 

При последовательном соединении n 
источников (рис.3.29,а) ЭДС батареи Eб равна сумме ЭДС отдельных источ-
ников: 

б 1 2 3
1

.
n

i
i

    E E E E E
 

(3.95) 

Внутреннее сопротивление батареи равно сумме внутренних сопротив-
лений отдельных источников: 





n

i
irrrrR

1
321б . (3.96) 

1r 2r 3r  

E3 

3r  

1r  

E1 

2r  

E2 

E1 E2 E3 
а)

б)

Рис. 3.29 
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При параллельном соединении источников (рис. 3.29,б), если соединен-
ные элементы имеют одинаковые ЭДС, то ЭДС батареи равна 

б 1 2 3.  E E E E  

Если элементы имеют разные ЭДС, то электрическую цепь можно рас-
считывать по правилам Кирхгофа (см. § 94). Сопротивление батареи опреде-
ляется по формуле 

321б

1111

rrrR
 . (3.97) 

Внутреннее сопротивление батареи бR  из n  элементов, имеющих оди-

наковые внутренние сопротивления r , в n  раз меньше, чем сопротивление 
отдельного элемента: 

n

r
R б . 

Закон Ома для n одинаковых элементов с ЭДС, равной E, и внутренним 

сопротивлением r примет вид: посл
nI

R rn



E  – при последовательном соедине-

нии и паралI
rR
n




E  – при параллельном соединении источников. 

§ 92. Правила Кирхгофа. 
Расчет разветвленной электрической цепи 

Узлом электрической цепи называется точка, в которой сходятся три и более 
проводника. В цепи, изображенной на рис. 3.30, имеется два узла А и В. 

Первое правило Кирхгофа1: алгебраическая сумма токов, сходящихся в 
узле, равна нулю: 

1

0
k

i
i

I


 .  (3.98) 

Токи, притекающие к узлу, считают положительными, а оттекающие от 
узла – отрицательными. По правилу Кирхгофа можно записать  1k  уравне-

ний, где k  – число узлов цепи. Произвольно выбирается и обозначается на 

                                                            
1 Густав Роберт Кирхгоф (1824–1887) – немецкий физик. 
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схеме стрелками направление токов во всех участках цепи (участок – это 
часть цепи между соседними узлами). 

Для узла А первое правило Кирхгофа 
запишется в виде 

021  III . (3.99) 

Второе правило Кирхгофа: в любом 
замкнутом контуре электрической цепи 
алгебраическая сумма произведений токов 
на сопротивления соответствующих уча-
стков контура равна алгебраической сумме 
ЭДС, действующих в данном контуре: 

1 1

,
m n

i i i
i i

I R
 

 E  (3.100) 

где m – число участков; n – количество источников в контуре.  
Число уравнений, записываемых по первому и второму правилам Кирх-

гофа, должно быть равно числу токов, текущих в разветвленной цепи. 
При применении второго правила Кирхгофа необходимо выполнить сле-

дующее: 
1) произвольно выбрать и обозначить на схеме направление обхода кон-

тура; 
2) выделить замкнутые контуры таким образом, чтобы каждый новый 

контур имел не менее одного участка цепи, не входящего в уже рассмотрен-
ные контуры; 

3) если направление обхода контура совпадает с направлением тока Ii, то 
произведение IiRi в уравнении (3.100) запишется со знаком плюс, и наоборот; 
если направление тока от источника (ток течет по цепи от положительного 
полюса источника к отрицательному) совпадает с направлением обхода кон-
тура, то соответствующая ЭДС в уравнении (3.100) берется со знаком плюс, и 
наоборот. 

В цепи, изображенной на рис. 3.30, три замкнутых контура. Применим 
для двух из них второе правило Кирхгофа (обход контура выбираем по ходу 
часовой стрелки): 

1 1 1 1,Ir I R  E  (3.101) 

 1 2 2 2 1 2 .Ir I R r    E E  (3.102) 

Допустим, что по условию задачи известны внутренние сопротивления ис-
точников r1 и r2, сопротивления нагрузки R1 и R2 и величины ЭДС E1 и E2, то, 

2r ВE


 

1R q

Рис.3.30 

E1

1r

E2 

2R Рис. 3.7 

    А 

В 

обход 1I  

2I  

I



230 

решая уравнения (3.99), (3.101) и (3.102), можно определить токи на участках 
цепи: I, I1, I2. Если при решении сила тока получилась со знаком минус, то ис-
тинное направление тока противоположно выбранному. 

§ 93.Основы электронной теории проводимости металлов 

В начале ХХ века немецким физиком Друде1 была создана электронная 
теория проводимости металлов. Согласно этой теории носителями тока в ме-
таллах являются электроны проводимости, т. е. электроны, слабосвязанные с 
ионами кристаллической решетки металла. Эти электроны между собой не 
взаимодействуют, а при своем движении сталкиваются с ионами решетки, т. е. 
электроны проводимости ведут себя подобно идеальному одноатомному газу.  

В отсутствие внешнего электрического поля электроны проводимости 
совершают хаотическое тепловое движение со средней квадратичной скоро-
стью, зависящей от температуры металла. 

Когда к металлу приложено внешнее электрическое поле, то на хаотиче-
ское движение электронов накладывается их направленное движение, так на-
зываемый дрейф электронов, со средней скоростью, пропорциональной мо-
дулю напряженности этого поля. В процессе дрейфа электроны сталкиваются 
с ионами кристаллической решетки, обусловливая тем самым сопротивление 
проводника электрическому току. 

Природа электрического сопротивления 
Сопротивление металлических проводников зависит от температуры. 

При повышении температуры возрастает скорость хаотического теплового 
движения электронов, увеличивается амплитуда тепловых колебаний положи-
тельных ионов в узлах кристаллической решетки. Это приводит к более час-
тым столкновениям электронов с решеткой и к уменьшению скорости дрейфа 
электронов. Чем меньше скорость дрейфа, тем меньший заряд переносится 
через поперечное сечение проводника, тем меньше сила тока в проводнике. А 
это, согласно закону Ома для участка цепи, свидетельствует об увеличении 
сопротивления проводника. 

Пусть при 0C сопротивление проводника R0, а при температуре t – R. 
Опытом установлено, что относительное изменение сопротивления прямо 
пропорционально изменению температуры: 

 0 1 ,R R t   (3.103) 

где  – температурный коэффициент сопротивления, характеризующий зависи-
мость сопротивления вещества от температуры и численно равный относитель-
ному изменению сопротивления проводника при нагревании на 1 К. 

                                                            
1 Пауль Карл Людовик Друде (1863–1906) – немецкий физик. 
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Из формулы видно, что размерность   1К . 

Для химически чистых металлов 1К
273

1  . Существуют сплавы, у ко-

торых температурный коэффициент сопротивления настолько мал, что их 
сопротивление практически не зависит от температуры. Эти сплавы исполь-
зуют для создания эталонных сопротивлений, шунтов и добавочных сопро-
тивлений к измерительным приборам. 

Используя уравнения (3.78) и (3.103), получим формулу, выражающую 
зависимость удельного сопротивления от температуры: 

 0 1 .t     

Для чистых металлов при не слишком низких и не слишком высоких 
температурах   практически не зависит от температуры и температурная 
зависимость удельного сопротивления является линейной. 

У некоторых металлов и сплавов при температу-
рах, близких к абсолютному нулю, сопротивление 
скачком обращается в нуль (рис. 3.31). Впервые это 
явление, названное сверхпроводимостью, было обна-
ружено в 1911 г. голландским физиком Камерлинг-
Оннесом1 у ртути. 

Прохождение тока в сверхпроводнике происхо-
дит без потерь энергии. Для каждого сверхпровод-
ника имеется своя критическая температура Tкр, 
при которой он переходит в сверхпроводящее со-
стояние. Для ртути Tкр = 4 К. 

В настоящее время достигнуты значительные успехи в получении высо-
котемпературной сверхпроводимости. На базе металлокерамики получены 
вещества, для которых температура перехода в сверхпроводящее состояние 
Tкр превышает температуру сжижения азота (Tкр = 77 К). 

§ 94. Вывод законов Ома, Джоуля-Ленца и Видемана-Франца  
из электронной теории проводимости металлов 

Согласно теории Друде ток в металлах обусловлен направленным дви-
жением свободных электронов, образующих «электронный газ». Он применил 
теорию идеального газа к свободным электронам. 

Оценим скорость теплового v и направленного u движения электронов. 

Для этого приравняем кинетическую энергию к тепловой энергии: 
௠௩మ

ଶ
ൌ

ଷ௞்

ଶ
 . 

                                                            
1 Хейке Камерлинг-Оннес (1853–1926) – нидерландский физик. 

q  

Рис. 3.31 
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Отсюда v≈105 м/с. Скорость направленного движения u (скорость дрейфа) 
можно оценить, воспользовавшись формулой: j=enu. Для медного провода 
концентрация электронов n = 8,5·1028 м-3 при максимальной плотности тока 
j=107А/м2.  Тогда скорость  u≈10-5 м/с. Итак, v>>u, т.е. скорость направлен-
ного движения электронов ничтожно мала по сравнению с их тепловой ско-
ростью. 

Закон Ома. Друде считал, что после соударения электрона с ионом ско-
рость электрона u становится равной нулю. Пусть напряженность электриче-
ского поля в проводнике Е=const. Под действием поля электрон получает ус-

корение ܽ ൌ
௘ா

௠
 и к концу свободного пробега его максимальная скорость 

ܷ௠௔௫ ൌ 	
௘ாఛ

௠
, где τ – среднее время между соударениями. Время пробега  

߬ ൌ
ழ,ఒவ

௩ା௨
≈	
ழఒவ

௩
. Тогда  umax=

௘ாழఒவ

௠௩  , где <λ> – средняя длина свободного пробега 

электрона. Так как u изменяется линейно от 0 до umax, то средняя скорость 

<u>=
ଵ

ଶ
 umax=

௘ாழఒவ

ଶ௠௩ .  Но плотность тока  j=en<u> =
௘మ௡ாழఒவ

ଶ௠௩
.  Обозначив постоян-

ные величины 
௘మ௡ழఒவ

ଶ௠௩
 = γ, получим закон Ома в дифференциальной форме: 

j=γE, где γ –  удельная электрическая проводимость металла. 
Закон Джоуля – Ленца. Движущийся электрон к концу свободного про-

бега преобретает дополнительную кинетическую энергию, среднее значение 

которой: <Ek> = 
௠௎೘ೌೣ

మ

ଶ
	=	

௘మ

ଶ௠

ாమ

௩మ
൏ ଶߣ ൐. Если считать удар электрона неупру-

гим, то энергия <Ек>  передается иону и электрон теряет дрейфовую скорость 
u. При этом увеличивается внутренняя энергия металла, происходит его на-
гревание. Каждый электрон за секунду имеет число соударений, равное∶		
	
ଵ

ఛ
ൌ

௩

ழఒவ
. В единице объема за единицу времени должно выделиться количест-

во теплоты   ω = n
ழாೖಭ
ఛ

=
ୣమ୬ழ஛வ

ଶ୫୴
	Ε2. Так как  

௘మ௡ழఒவ

ଶ௠௩
	 = γ, то получили закон 

Джоуля – Ленца в дифференциальной форме: ω=γΕ2. 
Лоренц, уточняя теорию Друде, показал, что если соударения электронов 

с ионами считать абсолютно упругими, то  результат получится  такой же. 
Закон Видемана – Франца. В 1853 г. немецкие физики Видеман и 

Франц опытным путем установили закон:  при одинаковой температуре для 
всех металлов отношение коэффициента теплопроводности σ  к коэффици-
енту удельной электрической проводимости γ одинаково и пропорционально 
термодинамической температуре, т.е .

ఙ

ఊ
= CT, где С – постоянная величина.  

Из молекулярной физики  известно, что σ=
ଵ

ଷ
൏ ݒ ൐	൏ ߣ ൐  ௩, гдеܿߩ

ܿ௩ െ удельная	теплоемкость	при	постоянном	объеме; ρ – плотность элек-

тронного газа. Тогда  
ఙ

= ߛ
ଵ

ଷ
 
ழ௩வழఒவ௖ೡழ௩வଶ௠ఘ

௡ழఒவ௘మ
 =

ଶ

ଷ
 
௠ழ௩வమ௖ೡఘ

௡௘మ
. Так как 

௠ழ௩வమ

ଶ
 = 

ଷ

ଶ
kT, 
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ܿ௩ ൌ  
ଷ

ଶ
 Rμ (для одноатомного газа), R=k ஺ܰ, ߤ ൌ ݉ ஺ܰ, то  

ఙ

ఊ
=
఑మ

௘మ
3T, т. е. посто-

янная С=3
఑మ

௘మ
≈2,23·10-8Дж2/(Кл2·К). 

Недостатки классической теории электропроводности металлов  
В теории Друде все электроны имеют одинаковые скорости. Лоренц 

применил к электронному газу статистику Максвелла-Больцмана. В отсутст-
вии электрического поля скорости электронов распределены по Максвеллу. 
Если на металл накладывается электрическое поле, то средние скорости дви-
жения электронов пропорциональны напряженности поля. По уточненной 

теории  
ఙ	

	ఊ
	=	

఑మ

௘మ
2T, что плохо согласуется с опытом. 

Теория Друде не могла объяснить экспериментально установленные 
факты: 1)удельная проводимость γ~Τ.  Из статистической физики <v>~√ܶ,  
поэтому γ~√ߒ, что противоречит опытам; 2) возникли трудности при подсчете 
теплоемкости металлов, которая оказалась равной теплоемкости ионной кри-
сталлической решетки (без учета теплоемкости электронов). Не удалось объ-
яснить, почему энергия теплового движения электронов проводимости с на-
греванием не изменяется; 3) чтобы γ по теории Друде согласовалась с опытом, 
средняя длина свободного пробега электронов в 100 и более раз должна пре-
вышать период кристаллической решетки, что не соответствует теории Друде. 

Однако теория Друде проста и наглядна, при малых концентрациях элек-
тронов (например, в полупроводниках) дает удовлетворительные результаты, 
поэтому сохранила значение и в настоящее время. 

Отмеченные недостатки классической теории электропроводности уст-
раняет квантовая теория проводимости металлов. 

§95. Электрический ток в газах. 
Самостоятельный и несамостоятельный разряды 

В обычных условиях газы являются хорошими изоляторами, т. к. атомы 
и молекулы, из которых они состоят, электрически нейтральны, а концентра-
ция носителей тока мала. 

Чтобы газ стал проводящим, нужно добиться  образования в нем под-
вижных заряженных частиц, т. е. ионизировать его. К ионизации газа могут 
привести его нагревание, воздействие излучений: ультрафиолетового, рентге-
новского, радиоактивного. 

При ионизации часть атомов газа распадается на положительно заряжен-
ные ионы и электроны. При этом в газе могут образоваться и отрицательные 
ионы вследствие захвата нейтральным атомом свободного электрона. После 
этого газ становится проводящим. Проводимость газов носит ионно-
электронный характер. 
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Наряду с процессом ионизации в газе протекает процесс рекомбинации – 
воссоединения ионов в нейтральные атомы или молекулы. Если внешний ио-
низатор не будет действовать, проводимость газа уменьшится и газ переста-
нет быть проводником. 

При неизменной мощности ионизатора между процессом ионизации и 
рекомбинации устанавливается динамическое равновесие, при котором число 
вновь образующихся пар заряженных частиц равно в среднем числу пар ио-
нов, исчезающих вследствие рекомбинации. 

Электрический ток в газах называется га-
зовым разрядом. 

Электропроводимость газов, возникающая 
под действием внешнего ионизатора, называется 
несамостоятельным газовым разрядом. 

Предположим, что на воздушный промежу-
ток между обкладками конденсатора воздействует 
ультрафиолетовое излучение. Возникает газовый 
разряд. Если плавно увеличивать напряжение на 

конденсаторе, то сила тока будет увеличиваться до некоторого значения Iн, назы-
ваемого током насыщения (рис. 3.32). Возрастание силы тока объясняется тем, 
что при увеличении напряжения возрастает количество ионов и электронов, дви-
жущихся к обкладкам. 

При напряжении Uн, при котором все образовавшиеся в зазоре заряды 
достигают обкладок конденсатора, ток максимален при данной интенсивности 
ионизации (ток насыщения). Увеличение напряжения (до значения U3) не 
вызовет увеличения тока. 

Если источник ионизации перестает действовать, электрический ток через газ 
прекращается. Описанный процесс – несамостоятельный газовый разряд. 

Если после достижения тока насыщения продолжить увеличивать напряже-
ние (выше U3), то сила тока резко возрастает. Такой разряд может продолжаться 
без внешнего ионизатора. При этом ионы и электроны, необходимые для под-
держания электропроводности газа, создаются самим разрядом. 

Газовый разряд, который продолжается после прекращения действия 
внешнего ионизатора, называют самостоятельным газовым разрядом. 

Напряжение U3, при котором возникает самостоятельный разряд, называ-
ют напряжением зажигания газового разряда или напряжением пробоя. При-
чиной резкого увеличения тока является возрастание числа заряженных частиц 
за счет ионизации молекул газа при столкновении их с электронами, разогнан-
ными электрическим полем до больших скоростей. При этом кинетическая 
энергия электронов оказывается достаточной для того, чтобы они могли совер-
шить работу по отрыву электронов от нейтральных атомов или молекул, т. е. 
работу ионизации. Произойдет ионизация электронным ударом, в результате 

2O  Рис. 3.32 1r  

1O  

E

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которой возникает лавина электронов и ионов. Необходимость во внешнем ио-
низаторе для поддержания самостоятельного разряда отпадает. Однако только 
ионизация электронным ударом не может обеспечить длительный самостоя-
тельный разряд. Необходимо, чтобы в газе протекал процесс воспроизведения 
электронов. Если газовый разряд горит между анодом и катодом, то эти элек-
троны испускаются катодом при бомбардировке его положительными ионами, 
движущимися к катоду под действием электрического поля и вследствие фото-
эффекта. 

§ 96. Понятие о плазме 

Под плазмой понимают сильно ионизированный газ, в котором концен-
трация электронов и отрицательных ионов равна концентрации положитель-
ных ионов. Плазма в целом является электрически нейтральным состоянием 
вещества. 

Ионизация газа и образование плазмы могут быть вызваны нагревани-
ем газа, а также различными излучениями или бомбардировкой атомов газа 
быстрыми заряженными частицами. В зависимости от условий степень ио-
низации плазмы может быть различной. Чем выше температура газа, тем 
больше ионов и электронов в плазме, тем меньше остается в ней нейтраль-
ных молекул.  

В зависимости от степени ионизации газа различают частично или пол-
ностью ионизованную плазму. Плазма рассматривается как четвертое со-
стояние вещества, т. к. имеет ряд отличительных свойств. Плазма обладает 
хорошей теплопроводностью. Поскольку электроны и ионы плазмы могут 
перемещаться под действием электрического поля, то по характеру электро-
проводимости плазма приближается к металлам. В отличие от металлов про-
водимость плазмы растет с увеличением температуры. При высокой темпера-
туре сопротивление плазмы становится исчезающе малым. 

Плазма – наиболее распространенное состояние вещества во Вселенной. 
Солнце и  звезды, галактические туманности, межзвездная среда представля-
ют собой плазму. Наша Земля также окружена плазменной оболочкой – ионо-
сферой, за пределами которой существуют радиационные пояса, опоясываю-
щие Землю, в которых тоже есть плазма. Магнитные бури и полярные сияния 
обусловлены процессами, происходящими в околоземной плазме. Отражени-
ем радиоволн от плазмы ионосферы обеспечивается  дальняя радиосвязь.  

Световое излучение плазмы широко используется в лампах дневного све-
та, газоразрядных лампах уличного освещения. Высокая температура плазмы 
позволяет использовать ее для резки, сварки и плавки металлов. Газоразрядную 
плазму используют в  квантовых источниках света (лазерах). 
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§ 97. Электрический ток в вакууме. 
Электронная эмиссия 

Под вакуумом подразумевают такую степень разрежения газа в сосуде, 
при которой молекулы газа успевают пролететь от одной стенки сосуда до 
другой, не сталкиваясь друг с другом. Чтобы в вакуумированном баллоне, 
имеющем два электрода – катод и анод, протекал электрический ток, необхо-
дим источник заряженных частиц. Действие такого источника основано на 
свойстве тел испускать электроны. Явление, заключающееся в испускании 
электронов металлами при сообщении им энергии, необходимой для преодо-
ления работы выхода, называется электронной эмиссией. Испускание элек-
тронов нагретыми твердыми телами называется термоэлектронной эмиссией. 

При повышении температуры металла увеличивается кинетическая  
энергия электронов и часть электронов получает возможность выйти за пре-
делы металла. Получить в вакууме электроны можно и другими способами, 
например освещением катодов, изготовленных из щелочных металлов. Это 
так называемая фотоэлектронная  эмиссия.  

Рис. 3.33 
 
Наконец, с поверхности металла испускаются электроны, когда на нее 

попадают быстрые заряженные частицы (электроны, ионы и др.). Это вторич-
ная электронная эмиссия. 

Все виды эмиссии широко используются для получения электрического 
тока в вакууме. 

В электронных лампах диодах (двухэлектродная электронная лампа), 
триодах (трехэлектродная лампа) и т. д. используется явление термоэлек-
тронной эмиссии. Если диод включить в цепь (рис. 3.33,а), то при накалива-
нии нити катода К от батареи накала Бн и подаче на анод А положительного 
(относительно катода) напряжения от батареи Ба в лампе возникает электри-
ческий ток. Изменяя сопротивление R в цепи, можно получить зависимость 
анодного тока Iа  от анодного напряжения Uа – вольт-амперную характери-
стику лампы (рис. 3.33,б). 

нI   I  

U  

R 

mA

1I  

 

2I

I

T

   + 
– 

зU

нU  

а) б) 



237 

Как видно из рис. 3.33,б  зависимость тока от напряжения не является ли-
нейной. В области малых положительных значений напряжений эта зависи-
мость описывается законом трех вторых Ленгмюра1: 

2/3BUI  . (3.104) 

Здесь B – коэффициент, зависящий от формы, размеров электродов и их 
взаимного расположения. 

При Uа = Uн почти все электроны, вылетающие из катода, достигают 
анода, наступает ток насыщения. Плотность тока насыщения jн определяется 
формулой Ричардсона2–Дешмана: 

kT

A

ecTj


 2
н , (3.105) 

где A – работа выхода электронов из катода; T – термодинамическая температу-
ра; c – постоянная, одинаковая для всех металлов; k – постоянная Больцмана. 

Явление термоэлектронной эмиссии широко используется в электронно-
вакуумных приборах и устройствах – электронных лампах, электронно-
лучевых и рентгеновских трубках, в электронных микроскопах и т. д. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 43. К источнику с ЭДС 
E = 1,5 В присоединили катушку с 
сопротивлением R = = 0,1 Ом. Ампер-
метр показал силу тока равную 
I1 = 0,5 А. Когда к источнику присое-
динили последовательно еще один 
источник с такой же ЭДС, то сила тока 
I2 в той же катушке оказалась равной 
0,4 А. Определите внутренние сопро-
тивления r1 и r2 первого и второго ис-
точников. 

 
 

                                                            
1 Ирвинг Ленгмюр (1881–1957) – американский физик. 
2 Оуэн Уилланс Ричардсон (1879–1959) – английский физик. 

Рис. к задаче 43 
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K  

аБ  

E 
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V 
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аI

б) 
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Решение.  Запишем для приведенных в задаче электрических 
цепей закон Ома для полной цепи: 

1
1

,I
R r



E     (1) 

2
1 2 1 2

2 .I
R r r R r r

 
   
E E E   (2) 

Получим два уравнения с неизвестными 1r  и 2r . 
Из уравнения (1) находим 

1
1

.R r
I

  E  (3) 

Подставив выражение (3) в (2), получим 

2

2
1

2 ,I
r

I




E
E

 2
1 2

2 ,r
I I

 E E  откуда   2 1 2 2
2 1 1 2

2 2 ; 4,5r I I r
I I I I

    E E E  Ом. 

Из уравнения (1): 1 1
1

; 2,9r R r
I

  E  Ом.   ОмОм
А

В
r . 

Ответ:  9,21 r  Ом; 5,42 r  Ом. 
 
Задача 44. Даны 12 элементов с ЭДС E = 1,5 В и внутренним сопротив-

лением 4,0r  Ом. Как нужно соединить эти элементы, чтобы получить от 
собранной из них батареи наибольшую силу тока во внешней цепи, имеющей 
сопротивление 3,0R  Ом? Определить maxI . 

 
Решение.  Предположим, что элементы собраны в бата-
рею, состоящую из нескольких параллельно соединенных 
групп, содержащих по n  последовательно соединенных 
элементов. 

Число параллельно соединенных групп 
n

N
k  , ЭДС 

такой батареи равна E 0 = n E. 
Внутреннее сопротивление этой батареи 

nr

k

nrr
k

 11

0

     r
N

n
r

k

n
r

2

0  . 

Согласно закону Ома для полной цепи 

Дано: 
1,5 ВE  

1,0R  Ом 

5,01 I  А 

4,02 I  А 

1r = ? 2r = ? 

Дано: 
1,5 ВE  
0,3R   Ом 
12N   

0,4r   Ом 

maxI = ? 

0

 

1I  

Рис. к задаче 44 

E 
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0
2

0 2
.n N nI

r R r NRn nR r
rN

   
 

E E E  

Рассмотрим функцию 
2 2

( )
x

I x A
x a




, где ,NA
r

 E  
r

NR
a   и ис-

следуем ее на экстремум: 

   
  
 

2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2

( ) 2 .
a x a xdI x x a x a xA A A

dx x a x a x a

     
  

 

Знак производной определяется знаком выражения    a x a x , кото-

рый можно определить по методу интервалов: при переходе через точки 

3
4,0

3,012





r

NR
ax  производная меняет знак с «+» на «–», поэтому 

эта точка максимума функции 
22

)(
ax

x
AxI


 . 

Следовательно, наибольшая сила тока достигается при условии, что эти 
элементы соединены в батарею, состоящую из параллельно соединенных 
групп, содержащих по 3max  xn  последовательно соединенных элементов. 

Общее число этих групп  4
3

12


n

N
k . 

Максимальная сила тока соответственно равна 

max max2 2

1,5 12 ; 7,5A.
2 2 2 3 0 3 0 4

a A N r NI A I
a r NR rR , ,a a

        


E E  

Ответ: A. 5,7max I  

 

Задача 45. Сила тока в проводнике сопротивлением 12R  Ом равно-

мерно убывает от 50 I  A до 0I  А в течение 10t  с. Какое количество 

теплоты Q  выделится в этом проводнике за указанный промежуток времени? 

– 
a

+  – 
a
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Решение.  Согласно закону Джоуля–Ленца в проводнике 
выделяется количество теплоты 

RdtIdQ 2 . (1) 

Сила тока пропорциональна времени 
KtI  , (2) 

где K – коэффициент пропорциональности. 
По условию задачи 

t

II
K 0
 . (3) 

Подставив выражение (2) в (1), получим 

dtRtKdQ 22 . 

Интегрируем полученное уравнение с учетом выражения (3): 

 22 2 2 2
0

0

1 1 ; 1000 Дж
3 3

t

Q K Rt dt K Rt I I Rt Q     , 

  ДжсВтсВАсОмААсОмА 2 Q . 

Ответ: Дж1000Q . 

 
Задача 46. ЭДС батареи аккумуляторов E = 12 В, сила тока короткого 

замыкания равна кз 5I   А. Какую наибольшую мощность maxP  можно полу-

чить во внешней цепи, соединенной такой батареей? 
 

Решение.  Согласно закону Ома (3.94) сила тока в цепи 

.I
R r



E  

 

Мощность, выделяющаяся во внешней цепи, найдем по закону Джоуля–
Ленца (3.86): 

 
 

2 2
2

.RP R I R
R r

  


E  

Исследуем эту функцию на экстремум: 

Дано: 
12R  Ом 
50 I  A 

0I  А 
10t  с 

Q = ? 

Дано: 
E  = 12 В 

кз 5I   А 

maxP = ? 
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     
   

2

2 2
4 3

2 2 0
dP R r R r R R r R R

dR r R r R

        
 

E E  

  0r R  . 
Точка R r  является точкой максимума функции  P R , поскольку при 

переходе через эту точку производная 
 dP R

dR
 меняет знак с плюса на минус, 

поэтому 

 
2

2
max 2

.
44

rP P r
rr

    EE  

Учитывая, что наибольший ток в цепи соответствует короткому замыка-
нию, при котором сопротивление внешней нагрузки равно нулю, согласно 
закону Ома получим 

max ,I
r

 E  тогда max
max ;

4 4
I

P
r

  EE
Pmax=15 Вт. 

Ответ: maxP 15 Вт. 

 
Задача 47. Два источника с ЭДС и 

внутренними сопротивлениями E1 = 8 В, 

1 2r   Ом, E2 = 6 В, 2 1,5r   Ом и реостат 

с сопротивлением 10R   Ом соединены, 
как показано на рисунке. Вычислить си-
лу тока I, текущего через реостат. 

 
Решение.  Произ-
вольно выберем на-
правление токов. 
Согласно первому 
правилу Кирхгофа для узла А запишем: 

1 2 0I I I   . (1) 

Согласно второму правилу Кирхгофа запишем для 
контура ABCDA:  

1 1 2 2 1 2 ,I r I r  E E  (2) 

для контура AFEDA: 

2 2 2.I r IR  E  (3) 

Дано: 
E1 = 8 В 
E2 = 6 В 

1 2r   Ом 

2 1,5r   Ом 

10R   Ом 
I = ? 

1r  
E 2 

Рис. к задаче 47 
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Получим систему трех уравнений (1) - (3) с тремя неизвестными: 

1 2

1 1 2 2 1 2

2 2 2

0,

,

.

I I I

I r I r

I r IR

  
   
  

E E

E

 

Приведем ее к виду, удобному для решения: 

1 2

1 2

2

0,

2 1,5 14,

1,5 10 6,

I I I

I I

I I

  
    
    

     
1 2

1 2

2

0,

4 3 28,

3 20 12.

I I I

I I

I I

  
    
    

 

Решим систему по формулам Крамера: 

1 1 1 1 0 0

4 3 0 4 7 4 1 ( 140 12) 152

0 3 20 0 3 20

 
        

 

. 

1 1 0 1 0 0

4 3 14 4 7 14 1 (42 42) 0

0 3 6 0 3 6

I


       . 

0
0

152

I
I


  

 
. 

Ответ: 0I  . 
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Глава 15 
МАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ВАКУУМЕ 

§ 98. Магнитное поле тока. Индукция магнитного поля 

В 1820 г. Эрстед1 обнаружил, что магнитная стрелка, расположенная ря-
дом с проводником, отклоняется, когда по проводнику течет электрический 
ток (рис. 3.34). Магнитная стрелка, как известно, отклоняется в магнитном 
поле. Следовательно, вокруг проводника с током образуется магнитное поле. 
Тем самым была установлена связь между электричеством и магнетизмом. 

Магнитное поле – это форма материи, которая создается движущимися 
электрическими зарядами.  

Силовой характеристикой магнитного поля 
является магнитная индукция B


. 

Индукция магнитного поля B


 определяется 
по действию поля на контур с током (рис. 3.35). За 
направление вектора индукции магнитного поля 
принимается направление нормали n


, ориентиро-

ванной в поле контура с током. Контур должен 
быть достаточно малых размеров, чтобы в пределах 
его поле можно было считать однородным. 

Положительной нормалью n


 контура называ-
ется перпендикуляр, проведенный к его плоскости 
так, чтобы вращательное движение рукоятки бу-
равчика совпадало с током в контуре, тогда посту-
пательное движение буравчика укажет направление 
положительной нормали. 

Линией магнитной индукции (силовой линией 
магнитного поля) называется линия, касательная к 
которой в каждой точке совпадает с направлением 

вектора индукции B


. 
Если контур отклонить от положения равновесия, то на него будет дей-

ствовать вращающий момент M, т. е. магнитное поле будет поворачивать кон-
тур. Вращающий момент максимален, когда нормаль к плоскости контура 

                                                            

1 Ханс Кристиан Эрстед  (1777–1851) – датский физик. 

Рис. 3.34 
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перпендикулярна вектору индукции. Через наибольшее значение вращающего 
момента определяется модуль индукции магнитного поля: 

max max

m

M M
B

IS p
 


 . (3.106) 

Произведение силы тока I и площади контура S называется дипольным 
магнитным моментом контура mp


. Единицей дипольного магнитного мо-

мента является ампер-квадратный метр (А·м2). 
Итак, магнитная индукция – это векторная физическая величина, чис-

ленно равная отношению максимального механического момента, действую-
щего на контур с током в магнитном поле, к дипольному магнитному моменту 
контура. Единицей магнитной индукции является тесла. 1 Тесла – это магнит-
ная индукция однородного магнитного поля, в котором на плоский контур с 
током с дипольным магнитным моментом 1 А·м2 действует максимальный 
вращающий момент, равный 1 Н·м. 

§99. Закон Био–Савара–Лапласа 

Закон Био1– Савара2–Лапласа позволяет опреде-
лить индукцию магнитного поля, созданного провод-
ником с током. Пусть по проводнику произвольной 
формы течет ток I (рис.3.36).  

Выделим бесконечно малый элемент проводника 

с током dl


, отстоящий на расстоянии радиуса-
вектора r


 от точки А. 

Согласно закону Био–Савара–Лапласа индукция 

магнитного поля dB


, обусловленная элементом тока 

длиной dl


 в данной точке А, равна 

0

3

,

4

I dl r
dB

r





  

 


,  (3.107) 

где 7
0 4 10    Гн/м – магнитная постоянная. 

Полную индукцию B


 в точке А можно найти по принципу суперпозиций 
– векторным суммированием по всем элементам тока: 

                                                            
1 Жан Батист Био (1774–1862) – французский физик. 
2 Феликс Савар (1791–1841) –  французский физик. 

1I  

Рис.3 .36 

2I  
I

I  A 
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Рис. 3.37 

R  

N  
S

dܤሬԦ 
IB



n
mp



А
А

 Ԧݎ

B dB 
 

.   (3.108) 

Применим формулу (3.107) для вычисления по-
ля, созданного бесконечно длинным прямолиней-
ным проводником с током I  (рис. 3.37). Пусть точ-
ка А находится на расстоянии b  от проводника. 

Выделим элемент длины проводника dl


, находя-
щийся на расстоянии r


 от точки А. Из рис. 3.37 

видно, что 

sin

b
r


 ; 

2sin sin

r d b d
dl

 
 

  . 

Модуль вектора магнитной индукции согласно формуле (3.107) равен 

0
2

sin

4

Idl
dB

r

 


 . (3.109) 

Подставив выражения для r и dl в (3.109), получим 

0 sin
4

I
dB d

b


 


 . 

Поскольку вектора dB


 от всех элементов тока в точке А направлены в одну 
сторону, то сложение векторов заменяется суммированием их модулей: 

0 0

0

2
sin

4 4

I I
B dB d

b b

 
 

 
    . (3.110) 

Интегрирование производится от 0 до , так как угол  для всех элемен-

тов dl


, на которые разбивается бесконечно длинный проводник, изменяется 
от 0 до . 

Линии магнитной индукции поля прямолинейного 
проводника с током представляет собой концентрические 
окружности (рис. 3.38), по касательным к которым на-

правлен вектор B


. Направление магнитных силовых ли-
ний определяется по правилу буравчика (правого винта). 

В случае прямолинейного проводника конечной дли-
ны пределы интегрирования в выражении (3.110) будут от 
1 до 2 (рис. 3.39) и магнитная индукция  

dB

 

Рис.3.38 

dl

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 0
2 1cos cos

4

I
В

b


 


  . (3.111) 

Вычислим индукцию магнитного поля, созданного 
круглым витком радиуса R, по которому течет  ток I (см. 
рис. 3.40). Выделим элемент длины dl


 в верхней части 

витка, расположенный на расстоянии r от точки А, в кото-
рой определяется магнитная индукция. Точка А находится 
на оси витка на расстоянии x от его центра.  

Элемент витка dl


 с током I создает в точке А поле, 
модуль магнитной индукции которого согласно закону Био–Савара–Лапласа 
равен 

0
24

dl
dB I

r




 . (3.112) 

Разложим вектор dB


 на параллельную dB


 и вертикальную dB


 состав-

ляющие. При суммировании по всем элементам dl


 перпендикулярные ком-
поненты взаимно сократятся, т. е. 

0dB 


. 

 
 

Поэтому вектор индукции магнитного поля B


 будет направлен вдоль 
оси витка, а его значение равно 

2 2
sin

R R
В dB dB dB

r R x
  


   , 

так как 2 2r R x  . 
Подставим данное выражение в уравнение (3.112) и проинтегрируем его 

по длине витка: 

d

Рис. 3.40 

b
I 

d l


B


N

A

1

2 2

r  

r

 

Рис.3.39 

rd  

I 
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   

2 2
0 0

3 3
2 2 2 22 204 2

R IR R
B I dl

R x R x

 


 
 

 . (3.113) 

Запишем полученное уравнение в векторной форме: 

 
0

3
2 2 22

mp
B

R x




 



, (3.114) 

где mp


 – дипольный магнитный момент витка с током. 

При 0x   из формул (3.113) и (3.114) определяется 
магнитная индукция в центре витка: 

0 ,
2

I
B

R


  0

32
mp

B
R




 


. (3.115) 

Изображение силовых линий индукции магнитного поля витка с током 
показано на рис. 3.41. 

§100. Закон Ампера. Взаимодействие проводников с током 

На проводник с током, помещенный в магнитное поле, действует сила, 
определяемая законом Ампера1: 

,dF I dl B   
 

, (3.116) 

где I  – сила тока в проводнике; B


 – магнитная индукция в месте расположе-

ния элемента проводника dl


. Модуль силы Ампера равен 

sindF BIdl  , (3.117) 

где   – угол между векторами dl


 и B


. 
Направление силы Ампера определяется по правилу левой руки (правило 

правого винта): левую руку следует располагать так, чтобы силовые линии 
магнитного поля входили в ладонь, четыре вытянутых пальца показывали 
направление тока в проводнике, тогда отогнутый на 90  большой палец по-
кажет направление силы Ампера. 

                                                            
1 Андре Мари Ампер (1775–1836) – французский физик. 

x

Рис. 3.41 

  

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Магнитное поле называется однородным, если вектор индукции поля B


 
не зависит от координат ( const).B 


 Для однородного магнитного поля закон 

Ампера имеет вид 
sinF BIl  , 

где l  – длина проводника, находящаяся в поле;   – угол между вектором B


 
и направлением тока. 

Используя закон Ампера, найдем силу взаи-
модействия двух параллельных, бесконечно длин-
ных, прямолинейных проводников с током 1I  и 2I , 

расположенных в вакууме на расстоянии b  друг 
от друга (рис. 3.42). 

Пусть проводник I1 создает магнитное поле с 
индукцией 1B


 в точке А, через которую проходит 

проводник II с током 2I . Направление индукции 

1B


 определяется по правилу буравчика. На про-

водник II действует сила Ампера 21F


, направление 
которой определяется по правилу левой руки. 

Из рис. 3.42 видно, что проводник II притягивается проводником I. Анало-
гично рассуждая, можно показать, что проводник I притягивается проводником 
II. Таким образом, если направления токов 1I  и 2I  совпадают,   то проводники 
притягиваются друг к другу, если направления токов противоположны, то 
проводники отталкиваются друг от друга. 

Подставив выражение (3.115) в (3.117) и учитывая, что угол  = 90, най-
дем силу, действующую на элемент тока I2: 

0 1 2
2 1 2

I I
dF I B dl dl

b




  . 

На единицу длины тока I2 действует сила  

0 1 2

2

I IdF

dl b




 . (3.118) 

Такая же сила действует на единицу длины тока I1. 
На основании соотношения (3.118) устанавливается единица силы тока в 

системе СИ – ампер (А). 1 А – это сила неизменяющегося тока, который, про-
ходя по двум прямолинейным параллельным проводникам бесконечной дли-
ны и ничтожно малого кругового сечения, расположенным на расстоянии 1 м 
один от другого в вакууме, вызвал бы между проводниками силу, равную 

72 10 Н на каждый метр длины проводника. 

dB


Рис. 3.42 

I II 

dB

  dB

 

dl

  I  

0  

А 
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1F

 

Рис.3.43  

2F


3F

 

4F


B

 

mp


 
n


a b

I

O

O

§ 101. Рамка с током в магнитном поле 

Рассмотрим прямоугольную рамку со сторонами a и b, по которой течет 
ток I. Рамка находится в однородном магнитном поле, вектор магнитной ин-

дукции которой B


 составляет угол   с нормалью n


 к плоскости рамки. Рам-
ка может вращаться относительно вертикальной оси ОО (рис. 3.43). Силы 
Ампера, действующие на горизонталь-
ные стороны рамки, равны по величине, 
противоположны по направлению и 
уравновешиваются: 

2 4F F IBb 
 

. 

Силы, действующие на вертикаль-
ные стороны рамки, также по модулю 
равны друг другу 

1 3F F IBа 
 

, 

противоположны по направлению и образуют пару сил. Как известно из ме-
ханики, пара сил создает вращающий момент: 

sin sin sin ,mМ IaBb ISB p B      (3.119) 

где S ab  – площадь рамки, mp IS  – магнитный момент рамки. Формулу 

(3.119) можно записать в векторной форме: 

,mM p B   
 

. (3.120) 

Под действием момента M


 рамка может поворачиваться относительно 
оси ОО. 

Если магнитное поле неоднородно, то силы, действующие на рамку, не 
равны друг другу и кроме вращающего момента возникает результирующая 
сила, способная сообщить ей поступательное движение. Рамка будет втяги-
ваться в область магнитного поля с большим значением манитной индукции. 

§ 102. Циркуляция вектора магнитной индукции. 
Теорема о циркуляции 

Аналогично выражению (3.16) интеграл по замкнутому контуру от ска-

лярного произведения вектора магнитной индукции B


 и  элемента контура ,


dl  

О 
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т. е. ,



l

Bdl  называется циркуляцией вектора магнит-

ной индукции. 

Вычислим циркуляцию вектора B


 для поля 
прямолинейного проводника с током. Пусть ток I  
течет по проводнику, расположенному перпендику-
лярно плоскости рис.3.44, а замкнутый контур в виде 
окружности радиусом R  лежит в плоскости чертежа. 

Вектор B


 направлен по касательной к окружности. 

Выделим на окружности элемент контура .


dl  Скалярное произведение  

BBdl Bdl


, 

где Вdl  – проекция dl


 на направление вектора B


. Ввиду малости угла d  

Bdl Rd , 

тогда 

 
l l

.RBdldB 


 

Согласно формуле (3.110) 

0 ,
2

I
B

R




      .Id
l R2

IR
ldB 0

2

0

0 



 


 (3.121) 

Если контур не охватывает проводник, то 

 
l

,0ldB


 

если контур охватывает n  проводников с токами 1I , 2I , …, nI , то 

 



l

0

n

1i
i
.IldB 


 (3.122) 

Уравнение (3.122) справедливо и для проводников произвольной формы, 
охватываемых любым контуром. 

Знак циркуляции в уравнении (3.122) определяется направлением обхода 
контура. Если направление обхода и направление тока связаны правилом пра-
вого винта, то ток iI  в сумме iI  берется со знаком плюс, в противном слу-

чае – с минусом. 

1I

Рис.3.44  

2I

1B


mp
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1F

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Формула (3.122) является алгебраическим выражением теоремы о цирку-

ляции B


: 
Циркуляция вектора магнитной индукции по произвольному замкнутому 

контуру, охватывающему систему проводников с токами, равна алгебраиче-
ской сумме токов в этих проводниках, умноженной на 0 . 

Напомним, что циркуляция вектора напряженности электростатического 
поля       

l

.0ldE


 

Электростатическое поле является потенциальным. Циркуляция вектора 
магнитной индукции   

l

0ldB


не равна нулю. Магнитное поле является вих-

ревым. 

§ 103. Магнитное поле соленоида и тороида 

Соленоидом называется катушка, на которую намотано большое число 
витков провода. Магнитное поле внутри соленоида образуется суммировани-
ем полей, создаваемых каждым витком, и поэтому может быть весьма боль-
шим. Если длина соленоида l  намного больше его 
диаметра d  (т. е. l d ), то соленоид называют 
длинным (в пределе – бесконечно длинным). Приме-

ним теорему о циркуляции вектора B


 для расчета 
магнитной индукции поля бесконечно длинного соле-
ноида (рис. 3.45). Из опытов известно, что магнитное 

поле соленоида симметрично и линии вектора B


 
внутри соленоида параллельны его оси. 

В качестве замкнутого контура возьмем прямоугольник 1–2–3–4, прове-
денный вдали от концов соленоида. По формуле (3.122) запишем: 

2 3 4 1

0
1 2 3 4

,        
        


l

Bdl Bdl Bdl Bdl Bdl NI  

где I  – ток в витке; N  – число витков, охватываемых контуром. 

Интегралы 
2

1

Bdl


 и 
4

3

Bdl


 пренебрежимо малы, так как направление век-

тора B


 перпендикулярно сторонам 1–2 и 3–4. Интегралом 
1

4

Bdl


 также мож-

но пренебречь, поскольку индукция магнитного поля вне соленоида очень 
мала. Таким образом, 

2F

 

Рис.3.45  
1

2 3

4

3F

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  
3

2
0

.NIBlldBldB 


 

Если обозначить 
N

n
l

  

число витков, приходящееся на единицу длины, то индукция магнитного поля 
внутри соленоида 

0B nI . (3.123) 

Итак, магнитное поле внутри бесконечно 
длинного соленоида однородно, вне соленои-
да поле отсутствует. 

Тороид представляет собой соленоид, 
свернутый в кольцо (рис.3.46). Пусть R  – 
средний радиус тороида, а r  – радиус произ-
вольного замкнутого контура, охватывающе-
го витки тороида. В силу симметрии магнит-
ного поля вектор B


 направлен по 

касательной к окружности радиуса r . По 
формуле (3.122) запишем: 

  .IdlBldB
0

l

r2

0




 

Сумма токов 2I RnI , тогда 

 
l

0
RnI2rB2ldB 


, 

откуда находится индукция магнитного поля внутри тороида: 

0

R
B nI

r
  . (3.124) 

Величина r  изменяется от 1r  до 2r . 
Согласно формуле (3.124) магнитное поле внутри тороида не является 

однородным. Вне тороида магнитное поле отсутствует. 

§ 104. Сила Лоренца. 
Движение заряженных частиц в магнитном поле 

На частицу с электрическим зарядом q, движущуюся в магнитном поле 
со скоростью v


, направленной произвольным образом по отношению к век-
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тору магнитной индукции B


, действует сила Лоренца F. Силу Лоренца1 мож-
но найти из закона Ампера (3.117). 

Для этого силу Ампера следует представить как сумму сил, действую-
щих на каждый заряд в проводнике (рис. 3.47): 

AF NF , 

где N – общее число зарядов в проводнике. 

Тогда 
sinAF IBl

F
N N


  . (3.125) 

Сила тока 
q

I
t




, (3.126) 

где q – заряд, проходящий через поперечное сечение проводника за время t: 

0 vq q n S t  . (3.127) 

Здесь q0 – заряд свободной частицы; v – скорость ее упорядоченного 
движения; n – концентрация частиц. 

Число заряженных частиц 

N nSl . (3.128) 

Подставив выражения (3.126) – (3.128) в (3.125), получим 
 

                                                            
1 Хендрик Антон Лоренц (1853–1928) – нидерландский физик. 

I

Рис.3.47  

d l


B
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0 vsinF q B   или 0 v,F q B   
 

. (3.129) 

Сила Лоренца прямо пропорциональна величине заряда и векторному 
произведению скорости движения заряда на индукцию магнитного поля. 

Направление силы Лоренца определяется по правилу левой руки, если 
заряд частицы положительный, и правой, если заряд отрицательный. 

Когда угол   между векторами v


 и B


 равен нулю или  , то сила Ло-
ренца F = 0, т. е. магнитное поле на заряженные частицы не действует. 

Если угол 
2

  , то vF q B  и сообщает частице центростремитель-

ное ускорение. В этом случае в однородном магнитном поле заряженная 
частица будет двигаться по окружности, радиус которой R можно найти из 
соотношений 

2v
v

m
q B

R
 ,   

vm
R

qB
 , (3.130) 

где m – масса; q – заряд частицы. 
Период обращения частицы 

2 2 v 2

v v

R m m
T

qB qB

  
   . (3.131) 

Как следует из формулы (3.131), период обращения нерелятивистской 
частицы не зависит от скорости ее движения. 

Если угол 0
2

   , то заряженная частица в 

однородном магнитном поле будет двигаться по 
спирали (рис. 3.48) с радиусом 

vsinm
R

qB


  

и шагом 
2 vcosm

h
qB

 
 . (3.132) 

§ 105. Эффект Холла 

По пластине из металла (или полупроводника) пропускается электриче-
ский ток, вектор плотности которого j


 (рис. 3.49). 

При этом разность потенциалов между точками 1 и 2, расположенными 

B

 

R  

Рис.3.48  



2r  
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на верхней и нижней гранях пластины, равна нулю. Пластина помещается в 
однородное магнитное поле, индукция которого B


. Между точками 1 и 2 по-

является разность потенциалов . 
Явление возникновения разности потенциалов в поперечном сечении 

проводника (или полупроводника), по которому течет электрический ток, при 
помещении его в магнитное поле, перпендикулярное вектору плотности тока, 
называется эффектом Холла1. 

Эффект Холла 
возникает в результате 
того, что на движу-
щийся заряд q  дейст-

вует сила Лоренца 
v ,F q B  отклоняя 

его (в зависимости от 
знака) к верхней или 
нижней грани пластины. Поэтому внутри пластины возникает электрическое 

поле напряженностью E


. 
При стационарном процессе 

vq B qE . 

Среднюю скорость движения заряда v  можно выразить по формуле 
(3.72): 

v
j

qn
 . 

Тогда 
jBb

Eb
nq

   . 

Введя обозначение                   
1

R
nq

 , 

получим 
jRBb  , (3.133) 

где R  – постоянная Холла, зависящая от рода материала, из которого изго-
товлена пластина. 

Из полученного выражения следует, что разность потенциалов   про-

порциональна плотности тока и магнитной индукции. Зная  , можно опре-

делить индукцию магнитного поля B . 

                                                            
1 Эдвин Герберт Холл (1855–1938) – американский физик. 

1r  

Рис. 3.49 

B

 

I

vl t

1

2
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По знаку (плюс или минус) постоянной Холла R  определяется вид про-
водимости в полупроводниках (электронная или дырочная). 

§ 106. Магнитный поток. 
Теорема Гаусса для магнитного поля 

Магнитным потоком через элементарную площадку dS называется фи-
зическая величина d, равная скалярному произведению индукции магнитно-
го поля на площадь площадки (рис. 3.50): 

dФ BdS


 или cosdФ BdS  . (3.134) 

Магнитный поток  – это скалярная величина, 
знак потока зависит от выбора направления нормали 
n


 к площадке dS. 
В системе СИ магнитный поток измеряется в ве-

берах (Вб). 1 Вб – это магнитный поток в однородном 
поле с индукцией 1 Тл через площадку 1 м2, перпен-
дикулярную вектору индукции поля. 

Найдем магнитный поток через произвольную 
замкнутую поверхность S (рис. 3.51). Поскольку ли-

нии вектора B


 замкнутые, то сколько магнитных 
силовых линий входит в поверхность S, столько их и 
выходит из нее, т. е. потоки 1 – на входе в поверх-
ность и 2 – на выходе из нее – равны. Так как угол 
между внешней нормалью n


 и силовой линией маг-

нитного поля на входе в поверхность тупой (cos1 
имеет знак минус), а на выходе – острый (cos2 имеет 
знак плюс), то суммарный магнитный поток через 
замкнутую поверхность равен нулю: 

 
l

.0SdB


 (3.135) 

Уравнение (3.135) является алгебраическим выражением теоремы Гаусса 
для магнитного поля: поток вектора магнитной индукции через произвольно 
взятую замкнутую поверхность равен нулю. 

Из формул (3.7) и (3.135) видно, что электрические и магнитные поля 
существенно различаются. Источниками электростатических полей являются 
электрические заряды, магнитные поля не имеют источников. 

R

Рис.3.50 

h  q  

E

 

j

 

Рис. 3.51 

B

 

b  

B

 

2n

 

1n

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§ 107. Работа, совершаемая при перемещении проводника  
и контура с током в магнитном поле 

Проводник ab длиной l может скользить по шинам 1 и 2, включенным 
параллельно в электрическую цепь (рис. 3.52). Движение проводника про-
исходит под действием силы Ампера: 

AF IBl , 

где B – модуль вектора индукции однородного 
магнитного поля, действующего на проводник;  
I – ток в проводнике. 

Пусть под действием этой силы проводник 
перемещается на расстояние dx. При этом со-
вершается работа 

 

AdA F dx IBldx IBdS IdФ    , (3.136) 

где dS ldx  – площадь поверхности, описываемая проводником; d BdS   – 
магнитный поток сквозь поверхность dS . 

Определим работу, совершаемую при движении прямоугольного контура 
1–2–3–4 с током I  в неоднородном магнитном поле (рис.3.53). По правилу 
левой руки найдем направление сил Ампера, действующих на проводники, из 
которых состоит контур ( 12F


, 23F


, 34F


 и 41F


). 

Пусть сила 34 12F F
 

 и контур движется слева направо. Работа при 

этом  

12 23 34 41А А А А А    . 

Работа по перемещению 
проводников 2–3 и 1–4 равна 
нулю, так как действующие на 
них силы 23F


 и 41F


 перпендику-

лярны перемещению. Тогда ра-
бота, совершаемая при переме-
щении контура, 

12 34А А А  . 

Воспользовавшись формулой (3.136), определим работу по перемеще-
нию проводников 1–2 и 3–4: 

n

 

B




dS

I

S  
1

2

Рис. 3.52 

1  

B

 

2  

Рис.3.53  
2n


 

1n


AF


 

32 2  3 

41 1  4 

a  b
B


I
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 12 1 ' ,A I Ф Ф       34 2 'A I Ф Ф  , 

где 1, , 2 – магнитные потоки, пронизывающие контур в начальном, 
промежуточном и конечном положениях. 

Знак минус показывает, что сила, действующая на проводник 1–2, на-
правлена против движения. Тогда работа по перемещению контура  

 1 2 2 1'A IФ IФ IФ IФ I Ф Ф I Ф         . 

Основываясь на полученном выражении, для элементарной работы мож-
но записать: 

dA IdФ . (3.137) 

Работа по перемещению контура с током в магнитном поле равна произ-
ведению силы тока I  в контуре на изменение магнитного потока d , сцеп-
ленного с контуром. 

Выражение (3.137) справедливо для контура произвольной формы. Им 
можно пользоваться и в случае, если контур неподвижен, а изменяется вектор 

магнитной индукции B


. 
В заключение отметим, что работа по перемещению проводника и кон-

тура с током в магнитном поле осуществляется за счет энергии источника, 
поддерживающего ток в проводнике и в контуре. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 48. По двум длинным проводам текут токи 1 50I   A и 2 100I   A 

в противоположных направлениях. Расстояние между проводами равно 
20d   см. Определить магнитную индукцию B  в точке, удаленной на 

1 25r   см от первого и на 2 40r   см от второго провода. 
 

Решение.  Силовые линии магнитного поля прямолиней-
ного провода с током представляют собой окружности, 

центры которых лежат на оси провода. Вектора 1B


 и 2B


 

касательны к окружностям, проведенным из центров про-

водов с радиусами 1r  и 2r . Направления 1B


 и 2B


 опреде-

лены по правилу буравчика. Согласно принципу суперпо-
зиции индукция магнитного поля в точке А равна 

1 2В B B 
  

, 

Дано: 

1 50I   A 

2 100I   A 

0,2 мd   

1 0,25 мr   

2 0,4 мr   

B = ? 
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где 1B


 – магнитная индукция в точке А, создаваемая 

током 1I ; 2B


 – магнитная индукция, создаваемая в 

точке А током 2I . Модули этих индукций опреде-

лим по формуле (3.110): 

0 1
1

1

0 2
2

2

,
2

.
2

I
В

r

I
В

r







    
 
  



  

Модуль вектора B


 найдем  по теореме коси-
нусов: 

2 2
1 2 1 22 cosB B B B B     , 

где   – угол между векторами 1B


 и 2B


. Из рисунка видно, что угол 

180    . Поэтому cos   cos 180 cos      . 

Косинус угла   определим по теореме косинусов, решая треугольник 
АСД: 

2 2 2
1 2

1 2

cos 0,9125
2

r r d

r r


 
 

 
, 

следовательно 
2 2

0 1 2 1 2

1 2 1 2

2 cos
2

I I I I
B

r r r r





      

         
      

 

2 2

0 1 1 1 1

1 2 1 2

2 2
2 cos

2

I I I I

r r r r





      

         
      

 

2 2

0 1

1 2 1 2

1 2 1 2
4 cos ; 21,2 мкТл.

2

      
         

      

I
B

r r r r





 

 
Ответ: 21,2 мкТл.B   

 
Задача 49. Катушка длиной 20 смl   содержит 100N   витков. По об-

мотке катушки идет ток 5 АI  . Диаметр катушки равен 20 смd  . Опреде-

лите магнитную индукцию B  в точке, лежащей на оси катушки на расстоя-
нии 10 смa   от ее конца. 

dx 

Рис. к задаче 48 

l   1  

23F


41F

 

34F


12F


2  B
  

A 

C  Д 
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Решение.  Согласно формуле (3.113) индукция магнитно-
го поля на оси кругового тока 

2
0

32 2 22( )

R I
B

R x





, 

где R  – радиус кругового тока; x  – расстояние от точки, в 
которой ищется индукция, до плоскости контура с током.  

Применительно к данной задаче можно записать: 

2
0

32 2 22 ( )

R dI
dB

R x


 


, 

где 
IN

dI dx
l

  – элементарный круговой ток, текущий в элементе длины dx  

витка катушки. 
Для нахождения индукции поля всей катушки с током необходимо про-

интегрировать dB  по x  от x a  до x a l  : 

( ) ( )2 2
0 0

3 32 2 2 22 2
.

2 2( ) ( )

a l a l

a a

R INRIN dx dx
B

l lR x R x

  

 
 

   (1) 

Заменим переменную: tg ,x R z
2

,
cos

R
dx dz

z
  тогда 

3
3 32 2 2 32 2

3
( ) (1 tg )

cos

R
x R z R

z
     . (2) 

Решая интеграл (1) с учетом подстановки (2), получим 

arctg arctg
2 22

0 0
3 2

arctg arctg
3

1cos cos
2 2

cos

a l a l

R R

a a

R R

R
dzINR INRzB zdz

l lR R

z

 
 

     

0 sin arctg sin .
2

IN a l a

l R R

       
  

 

Так как 
2

tg
sin

1 tg







, то 

Дано: 
0,2 мl   
100N   
5 АI   

0,2 мd   

0,1 мa   

B = ? 
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0

2 2

0

2 2 2 2

2
1 1

.
2 ( )

a l a
IN R RB
l a l a

R R

IN a l a

l R a l R a





 
 

 
   

             
   
    

 

Учтем, что радиус катушки равен половине диаметра, тогда 

0

2 2
2 2

;
2

( )
4 4

 
   
 
    
 

IN a l a
B

l d d
a l a


 B = 380 мкТл. 

  2 2

Гн
А м Гн А ВбмB = = = = Тл

м м м м


. 

Ответ: B  380 мкТл. 
 
Задача 50. Протон влетает в однородное магнитное поле под углом 

30    к направлению поля и движется по винтовой линии радиусом 
1,5 смR  . Индукция магнитного поля 0,1 Тл.B  Найти кинетическую энер-

гию протона kE . 

 
Решение.  На протон, движущийся в магнитном поле, 
действует сила Лоренца (3.129): 

v sinF q B  , 

где v – скорость; q – заряд протона. Вектор силы Ло-
ренца перпендикулярен вектору скорости и, следова-
тельно, по второму закону Ньютона сообщает протону 
нормальное ускорение an: 

2v
n

m
F ma

R
  , 

где m – масса протона. 

Дано: 
191,6 10 Клq    

271,67 10 кгm    
30    

21,5 10 мR    
0,1 ТлB   

kE = ? 

d

Рис. к задаче 49 

1I  

R

2B

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В итоге      
2v

v sin
m

q B
R

  , откуда   
sin

v ; v 72 км/с. 
qBR

m


 (1) 

Так как скорость протона гораздо меньше скорости света, то кинетиче-
скую энергию протона определим по формуле классической физики: 

2v

2k

m
E   или с учетом (1) 

2 2
18

2

( sin ) ( sin )
; 4,3 10 Дж.

2 2
   k k

m qBR qBR
E E

mm

 
 

Ответ: 184,3 10 ДжkE   . 

 
Задача 51. Коаксиальный кабель представляет собой длинную металли-

ческую тонкостенную трубку радиуса R = 10 мм, вдоль оси которой располо-
жен тонкий провод. Силы токов I в трубке и в проводе равны и противопо-
ложно направлены. Определите магнитную индукцию в точках 1 и 2 (см. 
рисунок к задаче), удаленных от оси кабеля на расстояния r1 = 5 мм и 
r2 = 15 мм, если сила тока I = 0,5 А. 

 
Решение.  Магнитное поле коакси-
ального кабеля обладает цилиндри-
ческой симметрией, т. е. магнитные 
силовые линии имеют форму ок-
ружностей, центры которых лежат 
на оси кабеля, а плоскости перпен-
дикулярны оси. Это значит, что во 
всех точках магнитной силовой 

линии модуль вектора B  одинаков. Для определения магнитной индукции 
применим теорему о циркуляции вектора B  (формула (3.122)): 

     .IBr2dlBld^BcosdlBldB
0111111




 (1) 

В качестве контура интегрирования использовалась окружность, прохо-
дящая через точку 1. Так как 1B


 направлен по касательной к силовой линии, 

то cos( ^ ) 1B dl 


. Из выражения (1) найдем магнитную индукцию на рас-

стоянии d  от оси кабеля:            0
1

1

;
2


I

B
r




 B1=20 мкТл.  

Аналогично найдем 2B , использовав в качестве контура интегрирования 

окружность, проходящую через точку 2: 

Дано: 
210 мR   

0,5 АI   
3

1 5 10 мr    
3

2 15 10 мr    

1B = ? 2B = ? 

1B


Рис. к задаче 51 

B


1

2 
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    .0
r2

IIBr2dlBld^BcosdlB
2

0
022222

 





 (2) 

Откуда 2 0B  . 

Так как контур интегрирования охватывает два равных и противополож-
но направленных тока, то алгебраическая сумма токов в уравнении (2) равна 
нулю. 

Ответ: 1 20B   мкТл; 2 0B  . 

 
Задача 52 . По прямому длинному проводу течет ток силой 1 10I   А. В 

одной плоскости с проводом расположена квадратная рамка с током 5I   А и 
со стороной 3 смa   на расстоянии 0 5 смx   от ближайшей стороны рамки 

до провода. Определите работу, затрачиваемую при удалении рамки из маг-
нитного поля. 

 
Решение.  Вокруг длинного прямого провода с током об-
разуется магнитное поле, индукция которого зависит от 
расстояния x  (от провода до точки поля): 

0 1

2

I
B

x




 .  (1) 

Таким образом, рамка находится в неоднородном магнитном поле. Для 
определения работы при перемещении рамки на величину dx  воспользуемся 
формулой (3.137): 

dA Id  , (2) 
где d Badx  . 

С учетом выражения (1) для элементарной работы запишем: 

0 1

2

II
dA adx

x





 

(3) 

Работа сил магнитного поля:  

0

0

0
1

0 0
1

0

2

ln ; 14 мкДж.
2



 


 


x a

x

dx
A II a

x

x a
II a A

x







 

Дано: 

1 10I   А 

5I   А 
0,03 мa   

0 0,05 мx   

A = ? 

O  
+ +
+ +
+ +
+ +

O  

3F

 

4F


1F

  2F



mp


B

 B



0x

1I

0q

Рис. к задаче 52 
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Отметим, что в рассмотренной задаче рамка находится в положении не-
устойчивого равновесия: при малейшем повороте рамки вокруг оси OO  силы 

1F


 и 2F


 создают вращающий момент и рамка повернется на угол  . После 

чего направление сил 1F


 и 2F


 изменится на противоположное и рамка начнет 

притягиваться к проводу с током. 
Ответ: 14 мкДж.A   
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Рис.3.54 
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Глава 16 
МАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ВЕЩЕСТВЕ 

§ 108. Магнитные моменты электронов и атомов. 
Атом в магнитном поле 

Согласно теории Бора–Зоммерфельда электроны в атомах движутся по 
эллипсообразным траекториям. Допустим, что орбита электрона имеет форму 
окружности радиуса r (рис. 3.54). Движущийся по орбите электрон обладает 
моментом импульса 

Li = mvr, 

который получил название орбитальный механический мо-
мент электрона. 

Движущийся по орбите электрон эквивалентен круго-
вому току 

v

2

e
I ev

r
  , 

где e – заряд электрона; v – частота вращения; v – скорость 
электрона. Направление тока и направление движения элек-

трона противоположны, т. к. заряд электрона отрицательный. 
Магнитный момент кругового тока 

2v v

2 2mi

e r e r
p IS

r




    

получил название орбитальный магнитный момент электрона. Здесь S – 
площадь орбиты. 

Моменты mip


 и iL


 перпендикулярны плоскости орбиты и направлены по 

одной прямой, проходящей через ее центр, в разные стороны. Отношение 
магнитного момента электрона к его механическому моменту называется ги-
ромагнитным отношением: 

2
mi

i

p e

L m
  . (3.138) 
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Векторами орбитального магнитного и механического моментов атомов 

mp


 и L


 являются векторные суммы соответствующих моментов всех его 

электронов: 

1

,


 z

m mi
i

p p     
1

,


 
 z

i
i

L L  

где z – порядковый номер атома в периодической системе элементов Менде-
леева. 

При расчетах магнитных и механических орбитальных моментов атомов 
и молекул часто пренебрегают магнитными и механическими моментами ядер 
атомов ввиду их малости. 

Ряд закономерностей: распределение электро-
нов по энергетическим уровням атома, тонкая струк-
тура спектральных линий возбужденных атомов и 
молекул и их расщепление в магнитных полях, при-
рода ферромагнетизма и т. д. показывают, что поми-
мо орбитальных моментов у электрона имеются соб-
ственные (спиновые) механический и магнитный 
моменты. Спин электрона – это его неотъемлемое 
свойство, как заряд и масса. 

Допустим, что атом находится в однородном 

магнитном поле с индукцией B


. На электронные 
орбиты, которые представляют собой «ниточки тока» 
(микротоки) (рис.3.55), действует механический мо-
мент, определяемый уравнением [ , ]mM p B

  , или 

sinmM p B  ,  (3.139)  

где pm – орбитальный магнитный момент электрона; 

  – угол между векторами mp


 и B


.  

В результате действия механического момента векторы mp


 и L


 совер-

шают прецессию. Прецессией называется равномерное вращение вектора  (в 

данном случае векторов mp


 и L


) вокруг неподвижной оси (вектора B


), при 
котором вектор описывает коническую поверхность с вершиной в точке O и 
углом раствора 2. За бесконечно малый промежуток времени dt орбитальный 

механический момент L


 имеет приращение dL


, модуль которого согласно 
уравнению (1.79) равен 

dL Mdt


. (3.140) 

Векторы dL


 и M


 перпендикулярны плоскости, проходящей через B


 и 

L


. Из уравнений (3.139) и (3.140) выразим модуль вектора: 

d

Рис.3.55  

I  

I

v

 

iL

 

  

mp


 


e

m  

mp

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sinmdL p Bdt  . (3.141) 

С другой стороны, как видно из рис. 3.55, 

sindL Ld  . (3.142) 

Отношение L

d

dt

   называют угловой скоростью прецессии электрон-

ных орбит. Найдем L  из выражений (3.141) и (3.142): 

2
m

L

p B eB

L m
   . (3.143) 

Теорема Лармора1 гласит: единственным результатом воздействия 
магнитного поля на атом является прецессия его электронных орбит с угло-
вой скоростью L . 

В результате прецессии электроны получают дополнительное движение, 
что приводит к образованию магнитного момента атома mp


, направленного 

согласно закону Ленца в сторону, противоположную вектору B


. 

§ 109. Намагничивание вещества. Напряженность магнитного поля 

Всякое вещество является магнетиком, так как при внесении его во 
внешнее магнитное поле оно намагничивается. 

Пусть 0B


 – индукция магнитного поля в вакууме, B


 – индукция допол-

нительного магнитного поля, создаваемого веществом. 
По принципу суперпозиции результирующее магнитное поле в магнети-

ке обладает индукцией 

0B B B  
  

. (3.144) 

Существуют три типа магнетиков: диамагнетики, парамагнетики и фер-
ромагнетики. 

Степень намагниченности магнетика принято характеризовать магнит-
ным моментом единицы объема магнетика: 

mp
j

V



 

, 

где mp


 – магнитный момент молекулы; V  – объем магнетика. 

                                                            
1 Джозеф Лармор (1857–1942) – английский физик. 
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Векторная физическая величина j


 называется намагниченностью маг-

нетика. Рассмотрим соленоид (см. рис. 3.45) с сердечником, изготовленным 
из какого-либо материала. При протекании тока I  по обмотке в соленоиде 
возникает магнитное поле с индукцией ,


B  определяемой выражением (3.144), 

где 0B


 – магнитная индукция, созданная током I; B


 – индукция, обусловлен-

ная наличием сердечника. Распишем 0B  по формуле (3.123): 

0
0 0

NI
B nI

l


  ,   (3.145) 

где N  – число витков обмотки; l  – длина соленоида. Согласно гипотезе Ам-
пера в любом веществе циркулируют молекулярные токи, создающие вокруг 
себя магнитные поля. Эти токи обладают магнитными моментами mp


. Ре-

зультирующий эффект, создаваемый молекулярными токами, эквивалентен 
действию тока намагничивания ,I  текущего по верхней поверхности цилин-

дрического сердечника и создающего индукцию B


. 

Вектор B


 направлен противоположно 0B


 для диамаг-

нетиков и совпадает по направлению с 0B


 для парамагнети-

ков. Если рассмотреть поперечное сечение сердечника 
(рис. 3.56), то внутри него молекулярные токи (на рисунке 
показаны стрелками) соседних атомов направлены навстречу 
друг другу и взаимно компенсируются. Не скомпенсирова-
ными остаются лишь молекулярные токи на боковой поверх-
ности цилиндра, которые образуют ток I. 

Тогда аналогично выражению (3.145)  для 0B


 можно записать: 

0 N I
B

l

  
 


,  (3.146) 

где 
l

N
 – эффективное число витков молекулярных токов на единице 

длины; I – сила молекулярного тока. 
Выражение 

( )

N I S N I S N I
j

V Sl l

     
    

представляет собой намагниченность магнетика j, где S – площадь поперечно-
го сечения сердечника, V = Sl – его объем. 

Рис. 3.56 

B

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Таким образом, 0B j 
 

 и формула (3.144) запишется в виде 

0 0B B j 
  

. 

Применим теорему о циркуляции вектора магнитной индукции (3.122): 

   ,'
000 IIldjBldB

l l

   


 

где I – суммарная сила тока в витках соленоида и I   – ток намагничивания, 
охваченные  контуром интегрирования. 

Из полученного выражения и соотношения 0
l

0
B dl μ I


  имеем 

.Ild
jB

l
0

0 









 




 (3.147) 

Обозначив 
 0

0

B j
H








 


, получим 

 0B H j 
  

, (3.148) 

где H


 – напряженность магнитного поля. 
Единицей намагниченности и напряженности магнитного поля является 

ампер на метр (А/м). 
Для магнетиков, находящихся в не слишком сильных магнитных полях, 

намагниченность 

æj H


,   (3.149) 

где æ  – магнитная восприимчивость (безразмерная физическая величина).  
Тогда из формулы (3.148) запишем соотношение между индукцией маг-

нитного поля B


 и напряженностью H


: 

   0 0 0æ 1 æB H H H H      
    

. (3.150) 

Безразмерная физическая величина 1 æ    называется магнитной 

проницаемостью вещества. 

Если использовать вектор H


, то равенство (3.122) примет вид 

 
l

.IldH


 (3.151) 
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Выражение (3.151) называется законом полного тока: циркуляция векто-
ра напряженности магнитного поля по любому замкнутому контуру равна 
алгебраической сумме макротоков,  охватываемых этим контуром. 

Вектор H


 обычно ассоциируют только с макротоками, вектор j


 – с 

микротоками (молекулярными токами), а вектор магнитной индукции B


 – с 
теми и другими токами. 

§ 110. Диа- и парамагнетизм 

Диамагнетизм – это явление возникновения в магнетике, внесенном во 
внешнее магнитное поле, намагниченности, направленной в сторону, проти-
воположную полю. В отсутствие внешнего магнитного поля все орбитальные 
и спиновые магнитные моменты атомов и молекул диамагнетика взаимно 
уравновешены, т. е. их векторная сумма равна нулю. При внесении диамагне-
тика во внешнее магнитное поле в результате прецессии электронных орбит 
индуцируется дополнительный магнитный момент mp


, пропорциональный 

магнитной индукции внешнего поля B


 и направленный в противоположную 
сторону. Поэтому магнитные восприимчивости диамагнетиков æ 0  имеют 
отрицательные значения. 

Стержень из диамагнетика, помещенный между полосами постоянного 
магнита, выталкивается из магнитного поля. 

Итак, вещества, у которых магнитная восприимчивость æ  имеет очень 
малые отрицательные значения, называются диамагнетиками (золото, цинк, 
висмут, ртуть, графит и т. д.). Магнитная восприимчивость диамагнетиков 
практически не зависит от температуры.  

Парамагнетизм – это явление возникновения в магнетике, внесенном во 
внешнее магнитное поле, намагниченности, направленной по полю. 

В отсутствие внешнего магнитного поля частицы парамагнетика имеют 
собственные магнитные моменты, отличные от нуля. Но за счет теплового 
хаотического движения суммарный магнитный момент атомов и молекул ра-
вен нулю. При внесении парамагнетика во внешнее магнитное поле магнит-
ные моменты прецессируют с угловой скоростью L , а также происходит их 

ориентация в поле. В результате возникает магнитная восприимчивость æ > 0 , 
т. е. намагниченность парамагнетика направлена по полю. Это означает, что 
парамагнетики, в отличие от диамагнетиков, полем не отталкиваются, а при-
тягиваются. 

Стержень из парамагнетика, внесенный в магнитное поле, устанавлива-
ется вдоль магнитных силовых линий поля. 
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С повышением температуры происходит разориентация магнитных мо-
ментов парамагнетиков. Для них справедлив закон Кюри1: 

æ
C

T
 ,  (3.152) 

где  С – постоянная Кюри; T  – термодинамическая температура. 
Итак, вещества, магнитная восприимчивость которых имеет очень ма-

лые, но положительные значения, называются парамагнетиками (платина, 
алюминий, калий, натрий, литий и т. д.). 

§ 111. Условия на границе раздела двух магнетиков 

Рассмотрим условия, которым удовлетворяют векторы магнитной ин-

дукции B


 и напряженности магнитного поля H


 на границе раздела двух од-
нородных магнетиков. Допустим, что граница плоская, а магнитная прони-
цаемость первого магнетика 1  меньше магнитной проницаемости второго 

магнетика 2 . Обозначим: 1B


 – индукция и 1H


 – напряженность магнитного 

поля в первом магнетике; 2B


 и 2H


 – соответственно во втором магнетике. 

Выделим на границе раздела магнетиков замкнутую цилиндрическую 
поверхность с малой высотой h  и площадью основания S  (рис. 3.57,а) и 

применим теорему Гаусса для вектора B


 (3.135): 

2 1 0n nB S B S     или 1 2n nB B , (3.153) 

где 1nB  и 2nB  – проекции вектора B


 на внешнюю нормаль n


. 

Потоком вектора B


 через боковую поверхность цилиндра пренебрегаем 
ввиду его малости.Из уравнения (3.153) следует, что нормальные составляю-
щие векторов 1B


 и 2B


 одинаковы, т. е. изменяются только тангенциальные 

составляющие. 
Выделим на границе раздела магнетиков небольшой прямоугольный 

контур abcd  (рис. 3.57,б), в котором стороны ab  и cd  пренебрежимо малы 

по сравнению с l . Применим теорему о циркуляции вектора H


 (3.151), пре-
небрегая вкладом в циркуляцию на участках контура ab  и cd : 

2 1 0H H    или 1 2H H  , (3.154) 

где 1H   и 2H   – проекции векторов 1H


 и 2H


 на направление  . 

                                                            
1 Пьер Кюри (1859–1906) – французский физик. 
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При написании уравнения (3.154) принимаем, что на границе раздела 
магнетиков токи проводимости отсутствуют. 

Из уравнения (3.154) следует, что тангенциальные составляющие векто-
ров 1H


 и 2H


 одинаковы по обе стороны границы раздела магнетиков. 

Таким образом, при переходе границы раздела магнетиков nB  и H  из-

меняются непрерывно, а B  и nH  – скачком, претерпевая разрыв. 

Поскольку 0B H
 

, то из уравнений (3.153) и (3.154) запишем: 

1 2n nB B , 1 2

1 2

B B 

 
 . 

Поля векторов B


 и H


 на границе раздела двух магнетиков показаны на 
рис. 3.57,в. Из рисунка найдем соотношение 

1 11

2 2 2

tg

tg
n

n

B B

B B







 , 

или с учетом предыдущих условий 

1 1

2 2

tg

tg

 
 

 . 

Получим закон преломления линий B


 и H


. Как видно из рис.3.57,г, ли-

нии вектора напряженности H


 магнитного поля на границе раздела двух 

Рис. 3.57 
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магнетиков не только преломляются, но и терпят разрыв (из-за поверхност-

ных токов намагничивания), линии вектора магнитной индукции B


 только 
преломляются. С увеличением магнитной проницаемости угол между норма-

лью к границе раздела магнетиков и линиями векторов B


 и H


  возрастает. 

§ 112. Ферромагнетизм 

Ферромагнетизм – это магнитоупорядоченное состояние макроскопиче-
ских объемов вещества (ферромагнетиков), в котором магнитные моменты 
атомов параллельны и одинаково ориентированы. Ферромагнетики обладают 
спонтанной (самопроизвольной) намагниченностью даже в отсутствие внеш-
него намагничивающего поля. 

Ферромагнетики, в отличие от слабомагнитных диа- и парамагнетиков, яв-
ляются сильномагнитными средами. Магнитное поле, создаваемое ими, может в 
сотни и тысячи раз превосходить внешнее поле. У ферромагнетиков  >> 1 и 
может достигать десятков и сотен тысяч. Ферромагнетизм наблюдается у желе-
за, кобальта, никеля и у их многочисленных сплавов. 

Ферромагнетики обладают 
особыми свойствами благодаря до-
менной структуре строения. Домен 
– микрообласть размером порядка 
(1–10) мкм, в которой спиновые 
магнитные моменты отдельных 
атомов имеют одинаковые направ-
ления (рис.3.58). Направления маг-
нитных моментов для разных доме-
нов различны, так что в отсутствие 
внешнего поля суммарный магнитный момент всего ферромагнетика равен 
нулю (рис. 3.58,а). 

При внесении ферромагнетика в магнитное поле происходит его намаг-
ничивание. Намагничивание состоит, во-первых, в смещении границ доменов 
и росте размеров тех доменов, векторы магнитных моментов  которых близки 
по направлению к магнитной индукции внешнего намагничивающего поля 0B


 

и, во-вторых, в повороте магнитных моментов целых доменов по направле-
нию внешнего магнитного поля (рис. 3.58,б). На рис. 3.59,а  показана кривая 
намагничивания. 

В достаточно сильном магнитном поле достигается состояние насыще-
ния Js, когда весь образец намагничен по полю (рис.3.59,а). На рис.3.59,б изо-
бражена кривая намагничивания, получившая название петли гистерезиса. 
Намагничивание начинается по кривой 0–1. Если затем уменьшить B0, то кри-
вая пойдет по 1–3, т. е. происходит отставание изменения магнитного поля в 

а)

 

б)

Рис. 3.58
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веществе (B) по отношению к магнитному полю в вакууме (B0); это явление 
запаздывания называется гистерезисом. При этом ферромагнетик остается 
намагниченным, когда B0 = 0. 

                                            
 

Чтобы размагнитить ферромагнетик, нужно изменить направление на-
магничивающего поля. Индукция Bк называется коэрцитивной силой (коэрци-
тивной индукцией). Она характеризует способность ферромагнетика сохра-
нять намагниченное состояние. 

Большой коэрцитивной силой (широкой петлей гистерезиса) обладают 
магнитотвердые ферромагнетики, используемые для изготовления постоян-
ных магнитов. Малую коэрцитивную силу (узкую петлю гистерезиса) имеют 
магнитомягкие ферромагнетики, используемые для сердечников трансфор-
маторов, магнитных цепей и т. д. 

Магнитная проницаемость   ферромагнетиков является нелинейной 

функцией напряженности поля H .  
На кривой намагничивания (рис.3.59,а), начиная с Hs, значения J не ме-

няются при увеличении Н. Наступает магнитное насыщение Js. Поскольку  

B=μμ0H, а  μ=1+æ, то B=μ0(1+æ)H =μ0(H+æH), но æН=J,   т.е. 

B= μ0 (H+J).  (3.155) 

Как только наступает насыщение  Js, магнитная индукция В растет по 
линейному закону в зависимости от Н. Магнитная проницаемость  сначала 
быстро растет с ростом Н, затем достигает максимума (рис.3.59, в), а затем 
убывает, асимптотически приближаясь к единице. Это объясняется тем, 
что при очень больших Н в формуле (3.155) можно пренебречь μ0J, так как 
оно равно  μ0Js.  Тогда  B = μμ0Η ≈ μ0 H, т.е. μ=1.  Для ферромагнетиков  
μmax≈ 103 – 106.  

Остаточная намагниченность ферромагнетика нарушается при его силь-
ном сотрясении или нагревании. 

Рис. 3.59

1 nB

 

2nB


1B


 

1 2

3  

2B


1  2

H

 

B


 

б 

0 

J 

H HS 

 нܬ

а б в 



275 

Для каждого ферромагнетика имеется определенная температура, при 
которой домены разрушаются и ферромагнетик превращается в парамагнетик. 
Эта температура называется точкой Кюри. 

Намагничивание ферромагнетика при температуре ниже точки Кюри 
описывается законом Кюри-Вейсса: J=

с

ТିТс
 , где Тс – точка Кюри, с – постоян-

ная Кюри.  

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 53. Соленоид с железным сердечником имеет длину l = 0,3 м и 
содержит N = 300 витков провода. Диаметр соленоида d намного меньше его 
длины l. Определите магнитную проницаемость  железа при силе тока 
I = 0,4 А. 

 
Решение.  Магнитная проницаемость ферромагнетиков 
является функцией напряженности H магнитного поля, 
поэтому для ее определения воспользуемся графиком за-
висимости индукции магнитного поля B от H (см. рисунок 
к задаче). 

Из соотношения (3.150) выразим магнитную прони-
цаемость: 

0

B

H



 .

 
 

Рис. к задаче 53 

Дано: 
0,3 мl   

300N   
0,4 АI   

d l  
 = ? 
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Напряженность магнитного поля бесконечно длинного соленоида  
( d l ) согласно формулам (3.123) и (3.150) определяется выражением 

N
H nI I

l
  , (2) 

где 
N

n
l

  – число витков, приходящихся на единицу длины соленоида. 

Подставив в уравнение (2) численные значения величин и произведя вы-
числение, получим: 400H   А/м. 

По графику зависимости B  от H  для железа (см. рисунок) определим, 
что напряженности 400H   А/м соответствует магнитная индук-
ция 1,06 ТлB  . 

Подставив найденные значения B  и H  в формулу (1), вычислим маг-
нитную проницаемость: 

70

1,06 Тл
2110

Гн А
4 10 400

м м

B

H


  
  

 
. 

Ответ: 2110  . 

 
Задача 54. Тороид с железным сердечником и средним радиусом 

R = 15,92 см имеет воздушный зазор l2 = 2 мм. По обмотке тороида, содержа-
щей N = 1000 витков, течет ток I, в результате чего магнитная индукция в за-
зоре стала равна B2 = 1,0 Тл. Определите силу тока I. 

 
Решение.  Для расчета магнитного поля тороида ис-
пользуем теорему о циркуляции вектора магнитной 
индукции (3.122): 

.IldB
0  


 (1) 

В качестве замкнутого 
контура выберем окружность 

радиуса R. Поскольку воздушный зазор l2 в сердечни-
ке очень узкий, то можно считать, что линии магнит-
ной индукции будут проходить в зазоре так же, как в 
сплошном сердечнике, т. е. через любое поперечное 
сечение тороида (в том числе и через сечение в зазо-
ре) проходит одинаковый магнитный поток:

0121 ,BB   Тл. 

Дано: 
0,1592 мR   

3
2 2 10 мl    

1000N   

2 1,0 ТлB   

I = ? 

1,25 

Рис. к задаче 54 
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Однако магнитные проницаемости железа и воздуха разные, поэтому и 
напряженности магнитного поля в железе 1H  и в зазоре 2H  различны. Учи-

тывая, что 0 ,B H  теорема о циркуляции вектора H  (закон полного тока 

(3.151)) запишется в виде 

1 1 2 2H l H l NI  , (2) 

где 1 2 12 ; 15,9 см.  l R l l  

Для воздуха 1   и 52
2 27

0

1,0 А
; 8 10 .

м4 10   


В
H H

 
 

Значение 1H  найдем по кривой намагничивания железа, используя 

рис. к задаче 53: 1

А
200

м
H  . 

Из уравнения (2) определим силу тока: 1 1 2 2 ; 1,63 А.


 
H l H l

I I
N

 

Ответ: 1,63 АI  . 
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Глава 17 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ИНДУКЦИЯ 

§ 113. Законы Фарадея и Ленца 

Опыт Эрстеда показал, что электрический ток создает магнитное поле. А 
не может ли магнитное поле создавать электрический ток?  

После многолетней работы Фарадей1 от-
ветил на этот вопрос положительно. Рассмот-
рим один из многочисленных опытов Фарадея, 
позволяющий понять явление электромагнит-
ной индукции. Концы металлической прово-
локи, навитой на катушку, подключались к 
гальванометру G (рис. 3.60). 

Внутрь катушки вводился постоянный 
магнит. При движении магнита стрелка галь-
ванометра отклонялась. Это значит, что в вит-
ках катушки возбуждалась ЭДС и возникал 
электрический ток, названный Фарадеем ин-
дукционным. Если магнит выводить из катуш-

ки, то стрелка гальванометра отклонялась в противоположную сторону. При 
остановке магнита стрелка возвращалась в нулевое положение. 

Тот же эффект можно наблюдать, если магнит держать неподвижно, а 
катушку двигать. При движении магнита или катушки изменяется магнит-
ный поток, пронизывающий витки проволоки. Явление возникновения элек-
трического тока в замкнутом проводящем контуре при изменении магнитно-
го потока, охватываемого этим контуром, называется электромагнитной 
индукцией.  

Фарадей открыл закон электромагнитной индукции: 

Ф .i
d
dt

 E  (3.156) 

ЭДС электромагнитной индукции, возникающая в замкнутом проводя-
щем контуре, прямо пропорциональна скорости изменения магнитного пото-
ка, пронизывающего контур. 

                                                            
1 Майкл Фарадей (1791-1867) – английский физик. 

0,25 

Рис. 3.60 
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Явление электромагнитной индукции наблюдается и при движении про-
водника в однородном магнитном поле или в неподвижном проводнике при 
изменении магнитного поля. 

Ленц установил закон, позволяющий определить направление индукци-
онного тока. Закон Ленца гласит: индукционный ток имеет такое направле-
ние, что его собственное магнитное поле противодействует изменению маг-
нитного потока, вызвавшего индукционный ток. 

При определении направления индукционного тока в 
проводнике удобно пользоваться правилом правой руки: ес-
ли силовые линии магнитного поля входят в ладонь, а ото-
гнутый большой палец показывает направление движения 
проводника, то остальные четыре вытянутые в той же плос-
кости пальца показывают направление индукционного тока. 

Установим связь между ЭДС индукции и скоростью 
изменения магнитного потока, используя закон сохранения 
энергии. 

Пусть имеется замкнутый контур с током I (рис.3.61), помещенный в  пе-
ременное магнитное поле с индукцией В. Источник, поддерживающий ток в 
контуре, за время dt  совершает работу 

dA= E Idt,  (3.157) 

где E – ЭДС источника. Ток, проходя по контуру, производит его нагревание, 
в результате чего выделится теплота 

dQ=RI2dt,  (3.158) 

где R – сопротивление контура. Кроме того, контур может перемещаться в 
пространстве, при этом источник ЭДС совершает работу 

dA1=IdФ,  (3.159) 

где Ф – магнитный поток, пронизывающий контур. По закону сохранения 
энергии dA=dQ+dA1   или 

E Idt=RI2dt+IdФ. (3.160) 

Отсюда сила тока в контуре 

I=E	൅ሺെ
ௗФ

ௗ௧
ሻ
ଵ

ோ
   или  I= i

R

E E ,  (3.161) 

где E i= – 
ௗФ

ௗ௧
 .   Формула (3.161) представляет собой известный закон Ома, ко-

гда кроме ЭДС источника в контуре действует ЭДС индукции, равная	െ
ௗФ

ௗ௧
. 

I
	ሬԦܤ

Рис. 3.61 
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§ 114. Явление самоиндукции. Индуктивность 

Самоиндукцией называется возникновение ЭДС индукции в катушке или 
контуре вследствие изменения в них электрического тока. Эта ЭДС называет-
ся электродвижущей силой самоиндукции. 

По определению (3.134) магнитный поток  через площадку, охвачен-
ную контуром, пропорционален магнитной индукции B. По закону Био–
Савара–Лапласа (3.107) индукция магнитного поля пропорциональна силе 
тока I, протекающего по контуру. Следовательно, магнитный поток 

 = LI. (3.162) 

Коэффициент пропорциональности L называется индуктивностью кон-
тура (катушки, проводника). Индуктивность замкнутого контура – это ска-
лярная физическая величина, равная отношению магнитного потока, сцеплен-
ного с контуром, к силе тока в контуре. Индуктивность контура зависит от его 
размеров, формы и магнитной проницаемости среды, в которой он находится. 

Подставив выражение (3.161) в (3.162), получим (при constL  ): 

.s
dI L
dt

 E  (3.163) 

Электродвижущая сила самоиндукции ES прямо пропорциональна скоро-
сти изменения силы тока в контуре. 

В СИ индуктивность измеряется в генри (Гн). 1 Гн – это индуктивность 
такой катушки (контура), в которой при равномерном изменении тока на 1 А 
за 1 с возникает ЭДС самоиндукции 1 В. 

В качестве примера определим индуктивность длинного соленоида.  
Если по соленоиду течет ток I, то согласно уравнению (3.162) полный 

магнитный поток сквозь соленоид (потокосцепление  ) равен 

LI  ,  (3.164) 

где L – индуктивность соленоида. С другой стороны, 

N NBS    , (3.165) 

где N – число витков соленоида;  – магнитный поток, пронизывающий каж-
дый виток; S – площадь поперечного сечения соленоида. 

Согласно уравнению (3.123) магнитная индукция длинного соленоида 

0B nI , (3.166) 
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где 
N

n
l

  — число витков на единицу его длины;   — магнитная проницае-

мость вещества, из которого изготовлен сердечник соленоида. 
Из уравнений (3.164)–(3.166) получим  

2
0 0 , L NnS n V   (3.167) 

где V Sl  – объем соленоида. 
Таким образом, индуктивность соленоида зависит от его длины l, площа-

ди сечения S, числа витков N  и магнитной проницаемости сердечника  . 

Ток самоиндукции возникает в электрической цепи, содержащей сопро-
тивление R  и индуктивность L . По закону Ленца индукционный ток проти-
водействует изменению тока в контуре, замедляя его возрастание или убыва-
ние. Закон изменения тока I  в цепи с постоянной ЭДС, равной Å	, при ее 
замыкании и размыкании имеет вид 

 
/ ,

1
t

o t
I I e

R e
 

 
 


E  (3.168) 

где 0I  – сила тока в начальный момент време-

ни при 0t  ; 
L

R
   – постоянная, называемая 

временем релаксации. 
На рис. 3.62 показаны кривые нарастания 

силы тока в цепи при ее замыкании (кривая 1 
при 0I  , второе слагаемое формулы (3.168)) 
и убывания тока при размыкании цепи (кривая 2 при Å = 0, первое слагаемое 
формулы (3.168)). 

§115. Взаимная индукция. Трансформатор 

Явление возникновения ЭДС индукции в одном из контуров при измене-
нии тока в другом контуре, расположенном вблизи него, называется взаимной 
индукцией.  

Пусть контуры 1 и  2 с токами Ι1 и  Ι2 распо-
ложены рядом (рис.3.63). Ток I1 cоздает связан-
ный с контуром 2 магнитный поток  

Ψ21 =L21I1. (3.169) 

При изменении тока I1 в контуре 2 индуци-
руется ЭДС 

t  
Рис. 3.62 

I

R

E

R

E
 

1 

2 

Рис. 3.63 
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Å 12= -L21
ௗூ,భ
ௗ௧ . (3.170) 

если контуры жесткие и вблизи них нет ферромагнетиков. 
Аналогично при протекании тока в контуре 2 силой  I2 в контуре 1 воз-

никает магнитный поток 

Ψ12=L12I2,  (3.171) 

и при изменении тока  I2  в контуре 1 индуцируется ЭДС 

Å 21= – L12
ௗூమ
ௗ௧ .  (3.172) 

Контуры 1 и 2 называют связанными, а коэффициенты L12 и L21 – коэффи-
циентами взаимной индуктивности. Эти коэффициенты равны, т.е. L12 = L21. 
Они зависят от формы, размеров и взаимного расположения контуров, а также 
от магнитной проницаемости среды, окружающей контуры. 

Сформулируем теорему взаимности: при отсутствии ферромагнетиков  
L12 = L21. Смысл теоремы взаимности: магнитный поток Ψ12 сквозь контур 1, 
созданный током I2 в контуре 2, равен магнитному потоку Ψ21 сквозь контур 
2, созданному током I1 в контуре 1. 

Явление взаимной индукции используется, например, в трансформаторах 
– устройствах для повышения или понижения напряжения переменного тока. 
Изобретателем трансформатора является русский ученый Яблочков.   

Схема трансформатора показана на рис.3.64. Обмотки 1 и 2 с N1 и N2 
витками намотанной на них проволоки расположены на замкнутом железном 
сердечнике. Если в сердечнике магнитный поток изменится на dФ за время dt, 
то по закону Фарадея для электромагнитной индукции в обмотках индуциру-
ется ЭДС: 

 Å 1= – 
ௗФ

ௗ௧ ଵܰ   и   Å 2 = – 
ௗФ

ௗ௧ ଶܰ. 

Такое изменение может быть при подключе-
нии внешней ЭДС Å1  к первой обмотке, тогда во 
второй обмотке появится ЭДС Å2 взаимной индук-

ции. Отношение 
2 2

1 1

N

N
k E

E
 – коэффициент транс-

формации.  
Потери энергии в трансформаторе очень малы 

(КПД~98%). Применим закон сохранения энергии:   
Å1I1 = Å2 I2,  тогда  Рис. 3.64 
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2 1 2

1 2 1

.
N

N

I
k

I
  Å

Å
  (3.173) 

При к൐ 1 െ трансформатор повышающий, используется при передаче 
электроэнергии на расстояние, при к൏ 1 – трансформатор понижающий, при-
меняется, например, при электросварке. 

Индукционные токи, возбуждающиеся в сплошных массивных провод-
никах (например, в сердечниках трансформатора), называются токами Фуко 
(вихревые токи). Под действием токов Фуко массивный железный сердечник 
сильно нагревается. Чтобы избежать больших потерь энергии на нагревание, 
сердечник трансформатора набирается из большого числа тонких электриче-
ски изолированных пластин. 

§ 116. Энергия магнитного поля 

На рис. 3.65 изображена электрическая цепь, содержащая батарею Б, 
электрическую лампочку Л, катушку индуктивности L  и ключ К. Если поста-
вить ключ К в положение 1, то по катушке потечет электрический ток I . Пе-
реводом ключа К в положение 2 отсоединим батарею от 
катушки. Образуется замкнутый контур цепи, включаю-
щей катушку и лампочку. Электрическая лампочка при 
этом вспыхивает, так как при размыкании цепи сила тока 
падает (рис. 3.62, кривая 2), возникает ЭДС самоиндук-
ции: 

.dIL
dt

 E  

Найдем работу по загоранию лампочки: 

.dIdA Idt L Idt LIdI
dt

    E  

Поскольку ток уменьшается от I  до нуля, то работа 

0 2

2I

LI
A LIdI   . 

Работа по загоранию лампочки совершается за счет энергии магнитного 
поля катушки. Следовательно, энергия магнитного поля 

2

2

LI
W  . (3.174) 

L  

Рис. 3.65 

Л  

Б  

К
1

2
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Выразим энергию магнитного поля W  через величины, характеризую-
щие поле. Рассмотрим однородное магнитное поле бесконечно длинного со-
леноида. Подставив в формулу (3.174) индуктивность из уравнения (3.167) и 
силу тока из уравнения (3.166), получим 

2 2 2
0
2 2 2

00

1 1

2 2

n VB B V
W

n


 

  . 

Объемная плотность энергии 

2

02

W B

V



  . 

Следовательно, энергия магнитного поля ,W V  где V – объем, зани-

маемый полем. Поскольку 0B H , то для объемной плотности энергии 

можно записать следующие выражения: 

22
0

02 2 2

HB BH



   . (3.175) 

Если магнитное поле неоднородно, то для определения энергии нужно 
вычислить интеграл: 

1

2
W BHdV  , 

где dV  – элементарный объем магнитного поля, в пределах которого поле 
можно считать однородным. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 55. Стержень длиной l = 1 м вращается в однородном магнитном 
поле с постоянной угловой скоростью  = 30 c–1. Ось вращения стержня па-

раллельна магнитным силовым линиям поля и 
проходит через  конец стержня перпендикулярно 
плоскости рисунка. Определите ЭДС индукции, 
возникающую на концах стержня, если индукция 
магнитного поля B = 2  10–2 Тл. 

 

v

 

Рис. к задаче 55 

dxx  

  
O  
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Решение. Стержень движется перпендикулярно магнит-
ным силовым линиям и в любом его бесконечно малом 

участке dx  (см. рис.) возникает элементарная ЭДС: 

v .d BdSd B dx
dt dt
     E  

Так как v = x, то 
d Å = –Bxdx. (1) 

Интегрируя выражение (1) по длине стержня, получим 

2
2

0

1 , 0,3В.
2 20

l lxB xdx B B l          E E  

Знак минус определяет направление ЭДС индукции. 
Ответ: Å = –0,3 В. 
 
Задача 56. В однородном горизонтальном магнитном поле с магнитной 

индукцией B по вертикально расположенным рельсам, замкнутым через по-
следовательно соединенные резистор сопротивлением R и источник с ЭДС Å	, 
свободно скользит без нарушения контакта проводник АС длиной l и массой 
m (см. рисунок к задаче). Найдите величину скорости движения проводника. 

Решение. Если проводник АС неподвижен, то на него действу-
ют сила тяжести mg и сила Ампера: 

FA1 = I1lB, (1) 

где 1 .I
R

 E  

По правилу левой руки сила FA1 направлена вверх. 
Возможны три случая: 

1) 1Amg F


;  

2) 1Amg F


; 

3) 1Amg F


. 

Случай третий нас не интересует, так как проводник будет находиться в 
равновесии. 

Случай 1. Если 1Amg F


, то проводник начинает двигаться вверх с ус-

корением. В замкнутом контуре AMDC наводится ЭДС индукции. Согласно 
закону Фарадея (3.152) 

Дано: 
1 мl   

-130 с   
22 10 ТлB    

Å = ? 

Дано: 
B  
R  

Å 

l  
m  
v = ? 
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v ,d BdS B l
dt dt
     E  (2) 

где S – площадь контура. 
В контуре возникает индукционный ток 

2
v ,B lI

R R
 E  (3) 

направленный от С к A, чтобы сила FA2, определенная по I2, согласно правилу 
Ленца была направлена вниз. С увеличением скорости движения проводника 
возрастает и  Å, что приводит к росту I2 и FA2. При установившемся движении 
должно выполняться условие: 

1 2 0A AF F mg  
   ,или в проекции на ось x: 

1 2 0A AF F mg   . (4) 

Модуль силы FA2 найдем по закону Ам-
пера: 

2 2AF I Bl . 

C учетом уравнения (3) 

2 2

2

v
A

l B
F

R
 . (5) 

Таким образом, используя выражения (1), 
(2), (3) и (5), уравнение (4) примет вид 

2 2 v 0,lB l B mg
R R

  E
 откуда 

2 2
v .

lB mgR
l B
 E

 (6) 

Случай 2. Если 1Amg F


, то проводник AС будет с ускорением дви-

гаться вниз. По правилу Ленца сила индукционного тока Ii будет направлена 
так, чтобы сила Ампера FA2 (на рис. указана только для случая 1) препятство-
вала движению проводника вниз, т. е. уравнение второго закона Ньютона для 
установившегося движения запишется в виде 

1 2 0A AF F mg  
   , или в проекции на ось x: 

2 1 0A Amg F F   .  Откуда               
2 2 v 0lB l Bmg

R R
  E

 и  

 E 

Рис. к задаче 56 

B

 

M D  

A   C  

1I  

R  

x  

mg

 

1AF


 

2AF

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2 2
v .

mgR lB
l B
 E

 (7) 

Объединяя выражения (6) и (7), получим: 
2 2

v .
lB mgR

l B
 E

 

Ответ: 
2 2

v .
lB mgR

l B
 E

 

Задача 57. Соленоид длиной l = 50 см и площадью поперечного сечения 
S = 2 см2 имеет индуктивность L = 0,2 мкГн. При каком токе I объемная плот-

ность энергии магнитного поля внутри соленоида 
3

мДж
1

м
  ? 

 
Решение. Объемная плотность энергии магнитного поля 
согласно уравнению (3.175) равна 

2

02

В


 . (1) 

Индукция магнитного поля B  длинного соленоида 
определяется по формуле (3.166): 

0IN
B

l


 . (2) 

Число витков N  можно найти из выражения для индуктивности длинно-

го соленоида (3.167): 
2

0 N S
L

l


 , т. е. 

0

Ll
N

S
 .  (3) 

Подставляя уравнение (3) в (2), получим 

0L
B I

lS


 .  (4) 

Уравнение (1) с учетом выражения (4) примет вид 

2

2

I L

lS
  , откуда 

2
; 1 A. 

lS
I I

L


 

Ответ: I = 1 А. 

Дано: 
0,5 мl   

4 22 10 мS    
72 10 ГнL    

3
3

Дж
10

м
   

I = ? 
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Глава 18  
ОСНОВЫ ТЕОРИИ МАКСВЕЛЛА 

ДЛЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

Обобщив экспериментальные данные по исследованию электрических и 
магнитных явлений, Максвелл создал теорию электромагнитного поля. 

В основе теории Максвелла лежат два положения: 
1) переменное магнитное поле порождает переменное электрическое по-

ле (открытие, сделанное Фарадеем в 1831 г.); 
2) переменное электрическое поле порождает вихревое магнитное поле 

(открытие, сделанное Максвеллом). 

§ 117. Вихревое электрическое поле. Первое уравнение Максвелла 

Если неподвижный проводящий контур поместить в переменное магнит-
ное поле, то согласно закону Фарадея в нем наводится ЭДС индукции 

.d
dt
 E  (3.176) 

По определению магнитный поток 

cos nd BdS B dS   , (3.177) 

где cosnB B   – проекция вектора B


 на нормаль к контору; B – индукция 

магнитного поля, пронизывающего элемент контура площадью dS;  – угол 

между нормалью к контуру и вектором B


. 
Выразим из уравнения (3.177) магнитный поток:  

n

S

B dS    

и подставим его значение в закон Фарадея (3.176): 

  .n
nS S

d BB dS dS
dt t

         
 E  (3.178) 
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В уравнении (3.178) под знаком интеграла записана частная производная 

по времени, так как магнитная индукция B


 зависит не только от времени, но 
и от координат пространства. 

С другой стороны, как отмечалось в § 90, ЭДС равна циркуляции вектора 
напряженности по данному контуру: 

,Bl

l

E dl E  (3.179) 

где EBl – проекция вектора напряженности электрического поля, порожденно-
го переменным магнитным полем, на направление dl. 

Максвелл предположил, что под действием переменного магнитного по-
ля ЭДС индукции наводится в любой точке пространства независимо от того, 
имеется в этой точке проводящий контур или нет. 

В самом общем случае в рассматриваемой точке пространства может на-
ходиться еще и неподвижный электрический заряд. Тогда по принципу су-
перпозиции суммарный вектор напряженности электрического поля 

B qE E E 
  

, 

где qE


 – напряженность электрического поля неподвижного заряда. 

Циркуляция вектора напряженности E


 по данному контуру равна 

l Bl ql Bl

l l l l

E dl E dl E dl E dl         . (3.180) 

Интеграл 0ql

l

E dl  , так как поле неподвижного электрического заряда 

потенциально. 
Согласно уравнениям (3.179) и (3.180) 

.l

l

E dl E  (3.181) 

Уравнение (3.181) показывает, что циркуляция вектора напряженности 
наведенного электрического поля по замкнутому контуру не равна нулю. Та-
кое поле является вихревым, т. е. оно не имеет истоков и стоков, на которых 
бы начинались или заканчивались линии  напряженности поля. 

Подставив выражение (3.181) в (3.178), получим первое уравнение Мак-
свелла  в интегральной форме: 
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l
nl S

B
E dl dS

t

       . (3.182) 

Итак, под воздействием переменного магнитного поля в любой точке 
пространства наводится вихревое электрическое поле. Циркуляция вектора 
напряженности электрического поля по произвольному замкнутому контору 
пропорциональна скорости приращения магнитного потока сквозь поверх-
ность, ограниченную данным контуром. 

§ 118. Токи смещения. Второе уравнение Максвелла 

Рассмотрим электрическую цепь переменного то-
ка, содержащую конденсатор (рис. 3.66). От источника 
до пластин конденсатора протекает ток проводимости, 
плотность которого 

i dq d q d
j

S dt S dt S dt

       
,  (3.183) 

где i – сила тока в проводнике; S – площадь; q – заряд 
пластины;  – поверхностная плотность электрического 
заряда на пластине конденсатора. 

Максвелл предположил, что линии вектора плотности тока проводимо-
сти j


, текущего по проводнику, между пластинами конденсатора переходят в 

линии вектора тока смещения смj


, т. е. 

смj j
 

. (3.184) 

Так как напряженность электрического поля конденсатора 

0

E



 , 

а модуль электрического смещения 

D = 0E, 

то D =  и согласно уравнениям (3.183) и (3.184) можно записать: 

см

D
j

t t

 
 
 

. (3.185) 

Уравнение (3.185) показывает, что вектор плотности тока смещения ра-
вен скорости изменения электрического смещения. По Максвеллу меняющее-

D

t




 

Рис.3.66 

I

  

  
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ся во времени электрическое поле (ток смещения) обладает свойствами тока 
проводимости: создает вокруг себя магнитное поле, а поэтому должно учиты-
ваться в законе полного тока. 

Полный ток в цепи I, равный сумме тока приводимости и тока смещения, 
можно представить в виде 

   смn n
S S S n

D
I j dS j dS j dS

t

 
     
  


  

. (3.186) 

По закону полного тока (3.151) запишем: 

l

l S n

D
H dl j dS

t

 
   

 



 , (3.187) 

где H – напряженность магнитного поля. 
Уравнение (3.187) является вторым 

уравнением Максвелла в интегральной 
форме. Согласно (3.187) переменное элек-
трическое поле порождает магнитное поле. 
Циркуляция вектора напряженности маг-
нитного поля по замкнутому контуру рав-
на алгебраической сумме тока проводимо-
сти и тока смещения. 

В 1888 г. Г. Герц1 уже после смерти 
Максвелла впервые экспериментально до-
казал реальность тока смещения и его магнитного поля. Гипотеза Максвелла о 
существовании тока смещения была проверена рядом других исследователей. 
На рис. 3.67 показана схема опыта Эйхенвальда. Плоский конденсатор состо-
ял из дисков А-А1 и В-В1, включенных по схеме (рис. 3.67). Диски А1 и В при-
соединялись к положительному полюсу источника ЭДС, а  диски А и В1 – к 
отрицательному, образуя своеобразный конденсатор. Между обкладками кон-
денсатора вращался диск D, изготовленный из диэлектрика. При вращении 
диска D периодически изменялась его поляризация и вдоль оси вращения a-в 
возникал ток поляризации (ток смещения), наличие магнитного поля которого 
фиксировалось магнитной стрелкой. 

§ 119. Полная система уравнений Максвелла 

Уравнение (3.182) и теорема Гаусса для вектора магнитной индукции B


 
образуют первую пару уравнений Максвелла: 
                                                            

1 Генрих Герц (1857–1894) – немецкий физик. 

Рис. 3.67 
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l
nl S

B
E dl dS

t

       , 

0n

S

B dS  . (3.188) 

Первое уравнение является выражением закона электромагнитной ин-
дукции, а второе уравнение указывает на отсутствие магнитных зарядов. 

Уравнение (3.187) и теорема Гаусса для вектора электрического смеще-

ния D


 образуют вторую пару уравнений Максвелла: 

l

l S n

D
H dl j dS

t

 
   

 



 , 

n

S V

D dS dV  ,  (3.189) 

где 
dq

dV
   – объемная плотность сторонних электрических зарядов. 

Первое уравнение устанавливает связь между полным током и порож-
даемым им магнитным полем, а второе уравнение показывает, что сторонние 

заряды плотностью  являются источниками вектора D


. 
Приведенная система четырех уравнений Максвелла дополняется соотно-

шениями, характеризующими свойства среды. Для изотропных, неферромаг-
нитных и несегнетоэлектрических сред такими уравнениями являются выраже-

ния, устанавливающие связь между векторами D


 и E


, B


 и H


, j


 и E


: 

0D E
 

,    oB H
 

,    j E


, 

где ,  и  – постоянные, характеризующие электрические свойства среды:  
 – диэлектрическая проницаемость,  – магнитная проницаемость,  – удель-
ная проводимость. 

С помощью теорем Стокса и Гаусса, известных из векторного анализа, ин-
тегральные уравнения Максвелла можно записать в дифференциальной форме. 

 

Теорема Гаусса:  
VS

dVadivSda , где 

z

a

y

a

x

a
adiv zyx













   – дивергенция вектора a . 

Поток вектора a , характеризующего какое-либо поле через произволь-
ную замкнутую поверхность S, равен интегралу от дивергенции этого вектора 
по объему V, опирающемуся на данную замкнутую поверхность S. 
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Теорема Стокса:   dSarotlda
l

,    где 



























































y

a

x

a
k

x

a

z

a
j

z

a

y

a
i

aaa
zyx

kji

arot xyzxyz

zyx

. 

Циркуляция вектора a , характеризующего какое-либо поле по произвольному 

замкнутому контуру l, равна интегралу от rot (ротора) этого вектора a  по поверхно-
сти, ограниченной контуром l. 

Применяя теоремы Стокса и Гаусса, получим 

rot
B

E
t


 




,    div 0B 


; 

rot
D

H j
t


 



 
,    , (3.190) 

где   rot y yx xz z
E EE EE E

E i j k
y z z x x y

                         

  
,

y yz x z xrot i j k
H HH H H H

H
y z z x x y

                          

    , 

yx zdiv
DD D

D
x y z

 
  

  


, 

div yx z
BB B

B
x y z

 
  

  


. 

Из уравнений Максвелла следует, что электрические и магнитные поля 
являются проявлением единого электромагнитного поля. Теория Максвелла 
объяснила все известные экспериментальные факты. Более того, теория Мак-
свелла предсказала ряд новых явлений: образование электромагнитных волн 
при ускоренном движении электрических зарядов, распространяющихся в 
пространстве со скоростью света. 

Уравнения Максвелла выражают основные законы электромагнетизма. 
Они также фундаментальны, как законы Ньютона в механике или начала в 
термодинамике. 
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Глава 19 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ КОЛЕБАНИЯ И ВОЛНЫ 

§ 120. Свободные электромагнитные колебания в контуре 

Электромагнитные колебания – это повторяющиеся во времени измене-
ния зарядов, токов и напряжений, энергии и напряженности электрического и 
магнитного полей. 

Простейшая схема (колебательный контур), в котором могут происхо-
дить свободные электромагнитные колебания, состоит из конденсатора элек-

троемкостью C  и катушки индуктивности L , присоединен-
ной к его обкладкам (рис. 3.68). 

Рассмотрим идеальный колебательный контур, активным 
сопротивлением R которого будем пренебрегать. Пусть кон-
денсатору был сообщен электрический заряд 0q , на его об-

кладках появляется напряжение 0U . При этом 

0 0q CU , (3.191) 

где 0q  и 0U  – амплитудные (максимальные) значения заряда и напряжения. 

Полная энергия системы W  равна энергии электрического поля конден-
сатора: 

2 2
0 0

эл 2 2

CU q
W W

C
   . (3.192) 

Так как обкладки конденсатора замкнуты на катушку, конденсатор начи-
нает разряжаться, его электрическое поле уменьшается, в контуре возникает 
электрический ток. Вследствие явления самоиндукции разряд конденсатора 
происходит постепенно и ток в катушке достигнет максимального значения 

0I  через четверть периода T . При этом заряд конденсатора станет равным 

нулю, а энергия системы будет равна энергии магнитного поля катушки: 

2
0

маг 2

LI
W W  . (3.193) 

К моменту полного разряда конденсатора разность потенциалов на его 
обкладках становится равной нулю, ток в цепи прекратится. Однако возни-

R  

Рис. 3.68 

C   L  
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кающая электродвижущая сила самоиндукции будет поддерживать убываю-
щий ток, что приведет к перезарядке конденсатора. Постепенно ток в цепи 
уменьшается до нуля и, таким образом, через промежуток времени 2t T  

энергия системы окажется снова сосредоточенной в конденсаторе, т. е. энер-
гия магнитного поля катушки превращается в энергию электрического поля 
конденсатора. Затем конденсатор вновь начинает разряжаться, только ток че-
рез катушку потечет в обратном направлении. Через промежуток времени t , 
равный периоду T , система придет в исходное состояние, и далее процесс 
будет повторяться. 

Периодические изменения заряда и напряжения на обкладках конденса-
тора, силы тока в катушке без потребления энергии от внешних источников 
называются свободными электромагнитными колебаниями. В процессе таких 
колебаний происходит периодически повторяющийся обмен энергией между 
конденсатором и катушкой индуктивности. 

Полная энергия W  контура в любой момент времени равна сумме энер-
гий магнитного и электрического полей контура: 

2 2

2 2

Li q
W

C
  ,  (3.194) 

где i  и q  – мгновенные значения тока и заряда в контуре. Эта энергия не ме-

няется с течением времени, если активное сопротивление R  контура равно 
нулю. 

§ 121. Собственная частота колебаний в контуре. 
Формула Томсона 

Напряжение на обкладках конденсатора в любой момент времени равно 
электродвижущей силе самоиндукции: 

2

2

q di d q
L L

C dt dt
    . (3.195) 

Из выражения (3.195) получим основное уравнение свободных электро-
магнитных колебаний в контуре: 

2

2

d q q

LCdt
  . (3.196) 

Уравнение (3.196) можно записать в виде 

2
2
02

0
d q

q
dt

  , (3.197) 
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где 0 1 LC   – циклическая частота свободных электромагнитных коле-

баний. 
Периодом колебаний называют минимальный промежуток времени T , 

через который весь процесс в контуре повторяется, т. е. заряд или ток в кон-
туре совершает полное колебание. 

Поскольку период колебаний связан с циклической частотой формулой 
(1.128) 

0

2
T




 , 

то для периода свободных электромагнитных колебаний, используя выраже-
ние 0 1 LC  , получим формулу Томсона1: 

2T LC . (3.198) 

Из решения уравнения (3.197) можно получить выражения, описываю-
щие изменения заряда q , напряжения U  и тока I  в контуре со временем: 

0 0 0cos( )q q t   , (3.199) 

0
0 0 0cos( )

q
U U t

C
    , (3.200) 

0 0 0 0 0 0 0sin( ) sin( )
dq

i q t I t
dt

           , (3.201) 

где 0 0 0I q  , 0
0

q
U

C
  – амплитудные значения силы тока и напряжения со-

ответственно. 
Из выражений (3.199)–(3.201) следует, что колебания заряда и напряже-

ния сдвинуты по фазе на 2  по сравнению с колебаниями тока. Ток имеет 

максимальное значение в момент времени, когда заряд и напряжение на об-
кладках конденсатора равны нулю. 

§ 122. Затухающие электромагнитные колебания 

Реальный колебательный контур имеет активное сопротивление R, при 
прохождении тока часть энергии, запасенной в контуре, превращается в теп-
лоту и колебания затухают. В этом случае уравнение (3.195) примет вид 

                                                            
1 Джозеф Джон Томсон (1856–1940) – английский физик. 
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0
q di

iR L
C dt
     (3.202) 

или 
2

2

1
0

d q R dq
q

L dt LCdt
   . (3.203) 

Если ввести обозначения 

2
0

1

LC
 ,    2

R

L
 , 

то получим дифференциальное уравнение затухающих электромагнитных 
колебаний: 

2
2
02

2 0
d q dq

q
dtdt

    , (3.204) 

где   – коэффициент затухания. 

Решая уравнение (3.204) аналогично (1.147), получим 

0 cos( )tq q e t    . (3.205) 

Уравнение (3.205) справедливо для случая, когда 2 2
0  . Из решения 

следует, что частота колебаний 2 2
0    , а амплитуда колебаний 

0
t

tA q e   уменьшается со временем по экспоненциальному закону. Зату-

хающие колебания принято характеризовать периодом 

2 2 2
0

2

2 2 2

1

4

T
R

LC L

  
  

  




, (3.206) 

логарифмическим декрементом затухания 

0
( )

( ) 0

ln ln
t

t
t T

t T

A q e
T

A q e



 


 


    (3.207) 

и добротностью контура 

2
Q

T

  
  

   . (3.208) 
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§ 123. Вынужденные электромагнитные колебания 

Вынужденными называются колебания в цепи, про-
исходящие под действием внешней электродвижущей 
силы, изменяющейся с течением времени. Рассмотрим 
колебательный контур, состоящий из конденсатора емко-
стью C , катушки индуктивности L , активного сопротив-
ления R , имеющий переменную ЭДС (рис. 3.69), изме-
няющуюся по закону 

0 cos ,t E E  (3.209) 

где   – частота изменения ЭДС в контуре. 
Уравнение вынужденных электромагнитных колебаний запишется в виде 

2

02

1
cos

d q dq
L R q t

dt dt C
   E , (3.210) 

или, введя обозначения 

2
0

1

LC
 ,    2

R

L
 , 

получим 
2

2 0
02

2 cos .
d q dq

q t
dt dt L

    
E

 (3.211) 

Уравнение (3.211) аналогично уравнению вынужденных механических 
колебаний (1.152). 

Частное решение данного неоднородного дифференциального уравнения 
имеет вид 

cos( )тq q t   , (3.212) 

где амплитуда заряда на конденсаторе 

 
0

22 2 2 2
0

,
4

mq
L    


 

E
 (3.213) 

а разность фаз                              
2 2
0

2
tg .







 
 

Подставив в уравнение (3.213) значение 2
0  и  , получим 

R  

Рис. 3.69  

C   L  

S
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0 0

2
2

,
1

тq
Z

R L
C


 



 
   
 

E E
 (3.214) 

tg ,
1




R

L
C






 

где 
2

2 1
Z R L

C



    
 

 – полное сопротивление колебательного контура, 

состоящее из R  – активного сопротивления, L  – индуктивного сопротивле-

ния, 
1

C
 – емкостного сопротивления. 

Найдем из уравнений (3.212) и (3.214) колебания электрического заряда 

0 cos( )q t
Z

  

Å

 (3.215) 

и напряжения на конденсаторе: 

0 cos( ).C

q
U t

C CZ
   


E

 

Дифференцируя по времени уравнение (3.215), определим изменение си-
лы тока в контуре: 

0 0sin( ) cos( ).
2

dq
i t t

dt Z Z
      

   E E

 
(3.216) 

Из сопоставления уравнений (3.215) и (3.216) следует, что между силой 
тока i и напряжением UC возникает сдвиг фаз, равный 2 . 

§ 124. Резонанс в цепи переменного тока 

В колебательном контуре, включенном в электрическую цепь перемен-
ного тока, возникают вынужденные колебания, частота которых определяется 
частотой вынуждающей их переменной ЭДС  . Амплитуда колебаний силы 
тока зависит не только от параметров контура, т. е. R , L , C , но и от частоты 
вынуждающей ЭДС  . 
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Если величина полного сопротивления цепи Z  имеет наименьшее значе-
ние, то амплитуда колебаний силы тока 0I  максимальна. При малом активном 

сопротивлении R  это происходит, когда 
1

0L
C




  . Отсюда следует, что 

циклическая частота колебаний силы тока и вынуждающей ЭДС 
1

LC
  , 

т. е. совпадает с циклической частотой собственных незатухающих колебаний 
в контуре. 

Явление резкого увеличения амплитуды вынужденных колебаний силы 
тока в контуре при приближении циклической частоты внешней ЭДС  к 
циклической частоте собственных незатухающих колебаний 0  называется 

резонансом в цепи переменного тока. Если источник внешней переменной 
ЭДС подключен к колебательному контору последовательно с его катушкой 
индуктивности и конденсатором (рис.3.69), то при резонансе в данном конту-
ре сдвиг фаз между колебанием внешней ЭДС и силой тока равен нулю. Ам-
плитуды колебаний напряжения на катушке индуктивности и конденсаторе 
одинаковы: 0 0 ( ).LI I C   

При этом падение напряжения на катушке LU  и конденсаторе CU , все-

гда противоположные по фазе, оказываются равными друг другу, т. е. 
0L CU U  . Все внешнее напряжение приходится на активное сопротивле-

ние, создавая наибольшую силу тока в цепи, сдвиг по фазе не изменится: 

,Z R     ,I U R     0C  . 

Резонансные значения LU  и CU  могут значительно превышать прило-

женное напряжение U. Это явление получило название резонанса напряже-
ний. Если при этом активное сопротивление R  мало, то ток в нем достигает 
больших значений. 

График зависимости 0I  от   показан на рис. 3.70. Как видно из графика, 

чем меньше R , тем острее максимум резонансной кривой. 
При параллельном соединении индуктивного и емкостного сопротивле-

ний, если циклическая частота  вынуждающей ЭДС приближается к резо-
нансной частоте, возникает резонанс токов, приводящий к резкому уменьше-

нию силы тока во внешней цепи. 
Явление электрического резонанса используется 

в радиотехнике при настройке приемника на частоту 
передающей радиостанции. При возникновении ре-
зонанса в электрической цепи может произойти про-
бой изолятора, разрушение проводов и т. п. в резуль-
тате действия больших токов или напряжений. 

0I

Рис. 3.70

0

1 2R R

2R
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§ 125. Электромагнитные волны. Фазовая скорость 

Если в окружающем пространстве возбудить переменное электрическое 
поле, то возникнет последовательность взаимных превращений электрическо-
го и магнитного полей, распространяемых от одной точки пространства к дру-
гой. Этот периодический процесс представляет собой электромагнитную вол-
ну. Электромагнитная волна – это распространяющееся в пространстве 
переменное электромагнитное поле. Существование электромагнитных волн 
вытекает из уравнений Максвелла.  

Пусть имеется электрически нейтральная ( 0  ), неэлектропроводная  

( 0j  ) среда с постоянными проницаемостями ( const,   const  ). Систе-

ма уравнений Максвелла в дифференциальном виде будет иметь вид 

0

rot ,

div 0,

,

B
E

t

D

D E


 









 

 

0

rot ,

div 0,

.

D
H

t

B

B H












 

 (3.219)

 

Продифференцируем по времени уравнения (3.219): 

t

H

t

B








0 ,      
t

E

t

D








0
 

(3.220) 

и сравним полученные уравнения (3.220) с (3.217): 

0rot
H

E
t


 




 ,  0rot

E
H

t


 




.  (3.221) 

Применим операцию div к уравнениям (3.219): 

0div divB H
 

 , 0div divD E
 


 

(3.222) 

и сравним уравнения (3.222) с (3.218): 

div 0H 


, div 0E 


.   (3.223) 

Применим операцию rot к уравнениям (3.221): 

   
2

0 0 0 0 2
rot rot rot rot

H E
E H

t t t

  
     

  

  
    , (3.224) 

(3.218) 

(3.217) 
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   
2

0 0 0 0 2
rot rot rot rot

E H
H E

t t t

  
   

  

  
    .  (3.225) 

Из векторной алгебры известно, что 

   rot rot grad divE E E 
  

,  (3.226) 

   rot rot grad divH H H 
  

. (3.227) 

где 
2

2

2

2

2

2

zyx 










  – оператор Лапласа. 

Поскольку  grad div 0E 


,  grad div 0H 


, то, сравнивая (3.224) с 

(3.226) и (3.225) с (3.227), получим 

2

2

00 t

E
E




  ,  (3.228)  

 
2

2

00 t

H
H




  . (3.229) 

Раскроем оператор Лапласа, уравнения (3.228) и (3.229) примут вид 

2

2

002

2

2

2

2

2

t

E

z

E

y

E

x

E














  , 

2

2

002

2

2

2

2

2

t

H

z

H

y

H

x

H














  . (3.230) 

Из механики известно (см. § 37), что уравнение вида     
2

2 2

1

v

s
s

t


 


 

называется волновым уравнением. Из сравнения уравнения (3.228) и (3.229) с 
волновым уравнением (1.165) следует, что 

0 0 2

1

v
   , 

где v – фазовая скорость волны. Подсчитаем скорость распространения элек-
тромагнитной волны в вакууме ( = 1,  = 1): 
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8

12 70 0 0 0

1 1 1 м
v 3 10 ,

сФ Гн
8.85 10 4 10

м м

с
 

     
  

     
   

(3.231) 

где c – скорость света в вакууме. 
Скорость распространения электромагнитной волны в вакууме равна 

скорости распространения света в вакууме. 
Основываясь на вычислениях скорости электромагнитной волны, Мак-

свелл сделал важное открытие: свет – это электромагнитная волна. Итак, 
фазовая скорость электромагнитной волны v c  . Следовательно, элек-

тромагнитные поля могут существовать в виде электромагнитных волн, рас-
пространяющихся со скоростью v. 

Абсолютный показатель преломления света  

v

c
n   . (3.232) 

Формула (3.232) связывает электрические свойства вещества с его опти-
ческими свойствами. 

Решая систему уравнений (3.228) и (3.229), можно получить уравнение 
плоской электромагнитной волны: 

0

0

cos( ),

cos( ),

E E t kx

H H t kx




 
 

 (3.233) 

где E0 и H0 – амплитуды векторов E


 и H


; 
2

k



  – волновое число; x – те-

кущая координата пространства. 

Мгновенные значения E


 и H


 связаны соотношением 

0 0E H  . (3.234) 

При распространении электромагнитных волн в каждой точке простран-
ства происходят периодически повторяющиеся изменения электрического и 

магнитного полей, которые можно представить в виде колебаний векторов E


 

и H


. Эти векторы взаимно перпендикулярны и лежат в плоскости, перпен-
дикулярной направлению распространения волны, т. е. перпендикулярно век-

тору скорости v


 в рассматриваемой точке поля (рис. 3.71). Это означает, что 

электромагнитные волны являются поперечными волнами. Векторы E


 и H


 в 
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бегущей волне колеблются в одинаковой фазе: они одновременно обращаются 
в нуль и одновременно достигают максимального значения. Длина электро-
магнитной волны  есть расстояние между двумя ближайшими точками, со-
вершающими колебания в одинаковых фазах, и определяется по формуле: 

v
vT

v
   , где T – период колебаний, а v – их частота. 

Фазовой скоростью электромагнитной волны v называется скорость рас-
пространения данной фазы колебаний, например, скорость перемещения мак-

симума напряженности электрического поля E


. 
 

 
Впервые электромагнитную волну в лабораторных условиях получил  

Г. Герц. В опытах он применил вибратор, состоящий из двух металлических 
стержней 1 (рис. 3.72), к которым подводилось переменное напряжение высо-
кой частоты от индуктора 2. В момент образования искры в искровом проме-
жутке вибратора возникали электромагнитные колебания и в окружающее 
пространство излучались электромагнитные волны. 

Аналогичные стержни (резонатор 3) были использованы для приема 
волн. Экспериментально Герц показал, что электромагнитные волны, подобно 
свету, отражаются металлическими поверхностями и преломляются на грани-
це раздела двух диэлектрических сред. 

При наложении электромагнитных волн двух когерентных источников 
наблюдается явление интерференции, при прохождении их через малые от-
верстия или щели – явление дифракции. 

С помощью металлического зеркала Герц получил стоячую волну, что 
позволило рассчитать скорость электромагнитных волн. Она оказалась равной 
скорости света. 

Распространение электромагнитных волн связано с переносом энергии 
электромагнитного поля, что позволяет осуществлять радиосвязь.  

y  
1

Рис. 3.71 

H


z  

х
v

 

E

 

Рис. 3.72 

32

31
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§ 126. Энергия электромагнитных волн 

Энергия электромагнитной волны заключена в распространяющихся  в 
пространстве электрическом и магнитном полях. Объемная плотность энергии 
электромагнитных волн равна 

2 2
0 0

э м 2 2

Е Н 
      , 

где э , м  – объемная плотность энергии электрического и магнитного по-

лей соответственно. 
Поскольку э м  , то 

2
э 02 Е    . (3.235) 

Согласно выражению (3.234) 0 0Е H   уравнение (3.235) примет вид 

0 0

1

v
ЕН EH    , 

отсюда vEH  . Здесь v  – фазовая скорость распространения волны. 
Обозначив произведение v S  , получим 

S EH , (3.236) 

где S  – модуль вектора плотности потока энергии. 

Так как векторы E


 и H


 взаимно перпендикулярны, то уравнение 
(3.236) можно записать в виде векторного произведения: 

S EH   
  

. (3.237) 

Полученное выражение (3.237) называется уравнением Умова1–

Пойнтинга2, а вектор S


 – вектором Умова–Пойнтинга. Вектор S


 совпадает 

по направлению со скоростью v


 распространения волны и модуль его равен 
энергии, переносимой волной через единичную площадку, перпендикулярную 

вектору v


, в единицу времени. Единицей измерения вектора плотности энер-

гии является ватт на метр в квадрате ( 2Вт/м ).  
 

                                                            
1 Николай Алексеевич Умов (1846–1915) – русский физик. 
2 Джон Генри Пойнтинг (1852–1914) – английский физик. 
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§127. Излучение диполя 

Электрический диполь – это система двух равных по величине и проти-
воположных по знаку зарядов (см. §80). Колеблющийся электрический ди-
поль является простейшей системой, излучающей электромагнитные волны. 

Пусть дипольный электрический момент изменяется по закону: tpp sin0

, где 0p  – амплитуда вектора p . Диполь, плечо которого мало по сравнению 

с длиной волны λ, излучаемой этим диполем, называют элементарным. В ка-
честве элементарных диполей можно рассматривать электроны, колеблющие-
ся в атомах вещества, возбуждаемых электромагнитным излучением. Такие 
электроны способны совершать гармонические колебания около положений 
равновесия. При распространении волны в однородной изотропной среде 

фронт волны образует среду, где векторы E


 и H


 взаимно перпендикулярны 
и перпендикулярны направлению распространения волны. В каждой точке 

волнового фронта векторы E


 и H


 колеблются по гармоническому закону. 
Максимальная интенсивность излучения J диполя наблюдается в направлени-
ях, перпендикулярных его оси, т.е. когда 

2

  . Диполь не излучает (рис. 3.73) 

электромагнитных волн, когда 0 , т.е. в направлении оси диполя. 

 
 

Рис. 3.73 
 

Средняя мощность  N   излучения электрического диполя пропор-
циональна квадрату амплитуды электрического момента диполя и четвертой 

степени частоты его колебаний:  N ~ 42
0p . 

При гармонических колебаниях заряда диполь излучает монохроматиче-
скую волну с частотой, равной частоте колебаний заряда. 

§ 128. Шкала электромагнитных волн 

В зависимости от длины волны   (или частоты v ) электромагнитные 
волны подразделяют на несколько видов: радиоволны, оптическое излучение, 
рентгеновское излучение и  -излучение. 
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Электромагнитные волны, имеющие длину волны от нескольких кило-

метров до 310  метров, относятся к диапазону радиоволн. С их помощью 
осуществляется радиосвязь, радиолокация и телевидение. Инфракрасное 
излучение с длиной волны примерно от 0,1 мм до 800 нм лежит в диапазоне 
между радиоволнами и видимым светом. Очень узкий участок шкалы с дли-
ной волны примерно от 800 нм до 400 нм занимает видимый свет, вклю-
чающий область от красного до фиолетового излучения. Ультрафиолетовое 
излучение имеет длину волны примерно от 400 до 1 нм. Еще более короткие 
длины волн присущи рентгеновским лучам, лежащим в диапазоне примерно 
от 1 до 0,001 нм. Электромагнитное излучение, испускаемое атомными ядра-
ми и возникающее в результате взаимодействий элементарных частиц, назы-
вают  -излучением. Оно имеет длину волны 1310 м  . 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 58. Колебательный контур состоит из конденсатора электроемко-
стью 405 нФC  , катушки с индуктивностью 10 мГнL   и сопротивлением 

2 Ом.R  Во сколько раз уменьшится напряжение на обкладках конденсатора 

за время, равное двум периодам колебаний? 
 

Решение. Коэффициент затухания 
2

R

L
  . 

Подставив числовые значения, получим 

2

2 Ом
100

2 10 Гн
  


Ом/Гн. 

 

Период незатухающих колебаний в контуре равен 

0 02 ; 0, 004 c. T LC T  

Так как затухание за один период колебаний мало, то период затухаю-
щих колебаний приблизительно равен периоду незатухающих колебаний. То-

гда за два периода амплитуда колебаний уменьшится в k  раз: 

 
 

2 ; 2, 2 раза.  


TU t
k e k

U t T
  

Ответ: 2,2.k   

Дано: 
9405 10 ФC    

210 ГнL   

2 ОмR   

2t T  
k = ? 
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Задача 59. Колебательный контур состоит из конденсатора емкостью 
7 мкФС   и катушки с индуктивностью 0,23 ГнL   и сопротивлением 

40 ОмR  . Найти логарифмический декремент затухания. 
 

Решение. Логарифмический декремент затухания 

T  .                                          (1) 

Коэффициент затухания 

2

R

L
  .                                           (2) 

Период колебаний 
2

T



 , (3) 

где 
2 2
0    , (4) 

0

1

LC
  . (5) 

Подставим уравнения (5) и (2) в (4): 

2

2

1

4

R

LС L
   . (6) 

Подставив выражения (2)–(6) в (1), получим: 

2

2

4

1

L

CR

 



. 

Ответ: 0,7  . 
 
Задача 60. В однородной изотропной среде с 2  , 1   распростра-

няется плоская электромагнитная волна. Найти фазовую скорость волны и 
амплитудное значение напряженности магнитного поля волны, если амплиту-
да напряженности электрического поля волны 0 24 В мE  . 

 
Решение. Фазовая скорость распространения волны 

v
c


 . (1) 

Связь между мгновенными значениями E  и H  в 
бегущей волне устанавливается соотношением (3.234): 

Дано: 
67 10 ФС    

0,23 ГнL   

40 ОмR   

 = ? 

Дано: 
2   

1   

0 24 В мE   

v = ? 0H = ? 
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0 0E H    . (2) 

Используя формулу (2), для амплитудных значений 0E  и 0H  запишем: 

0 0 0 0E H    , отсюда 0
0 0

0

H E
 

 
 . (3) 

Вычисляя по формулам (1) и (3), получим 

8
83 10

v м/с 2,12 10 м/с
2 1


  


; 

12
3

0 7

8,85 10 2
24 А/м 90 10 А/м

4 10 1
H








 
   

 
. 

Ответ: 8v 2,12 10 м/с  ; 0 90 мА/мH  . 
 
Задача 61. Чему равно отношение энергии магнитного поля колебатель-

ного контура к энергии его электрического поля в момент времени 8t T ? 
 

Решение. Энергия магнитного и электрического поля оп-
ределяется по формулам: 

2

м 2

LI
W  ,  (1) 

2

э 2

СU
W  .  (2) 

Напряжение в контуре меняется по закону 

0 cosU U t ,  (3) 
а сила тока 

dq dU
I C

dt dt
  .  (4) 

Подставим уравнение (3) в уравнение (4) и продифференцируем: 

0 sinI CU t   .  (5) 

Подставив уравнения (3) и (5) в соответствующие формулы энергии (1) и 
(2), получим 

Дано:

8

T
t   

м

э

W

W
= ? 
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2 2 2 2
0

м

sin

2

LC U t
W

 
 ; 

2 2
0

э

cos

2

CU t
W


 . 

Если 
8

T
t  , 

2
sin

2
t   и 

2
cos

2
t  , 

2

2 2

1

4

T
LC

 
  , 

то 

2
м

2
э

sin
1

cos

W t

W t




  . 

Ответ: 
2

м
2

э

sin
1

cos

W t

W t




  . 
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ЧАСТЬ 4 
ОПТИКА 

 
 
 
 

Глава 20 
ЭЛЕМЕНТЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИКИ 

§ 129. Законы геометрической оптики 

Линии, перпендикулярные волновым поверхностям, вдоль которых рас-
пространяется свет, называются световыми лучами. При прохождении света в 
неоднородной среде световые лучи искривляются. 

В основу геометрической оптики положен принцип Ферма1: световой 
луч распространяется по такому пути, на прохождение которого требуется 
минимальное время. 

Закон прямолинейного распространения света: свет в оптически одно-
родной среде распространяется прямолинейно. Это справедливо до тех пор, 
пока длина световой волны мала по сравнению с размерами препятствий (ще-
лей, отверстий), через которые проходит свет. 

Скорость света в вакууме является предельной скоростью распростране-
ния каких-либо физических возмущений  и входит в формулы многих физиче-
ских законов. По современным данным, скорость света в вакууме 

(299792456,2 1,1) м сс   , 83 10 м сс   . 
В различных прозрачных средах свет распространяется с разной скоро-

стью. Отношение скоростей распространения света в вакууме c  и в среде v  
называется абсолютным показателем преломления среды: 

v

c
n  . (4.1) 

Законы отражения: отраженный луч лежит в одной плоскости с па-
дающим лучом и перпендикуляром, проведенным к границе раздела двух сред в 
точке падения; угол отражения i  равен углу падения i : 

                                                            
1 Пьер Ферма (1601–1665) – французский математик и физик. 
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i i  . (4.2) 

Законы преломления: луч падающий, луч преломленный и перпендикуляр, 
проведенный к границе раздела в точке падения, лежат в одной плоскости; 
отношение синуса угла падения к синусу угла преломления есть величина по-
стоянная для данных сред: 

2
12

1

sin

sin

ni
n

r n
  , (4.3) 

где 12n  – относительный показатель преломления второй среды относи-

тельно первой; 1n  и 2n  – абсолютные показатели преломления первой и вто-

рой среды соответственно. 
Если обратить луч III (рис. 4.1), заставив его падать 

на границу раздела под углом r , то преломленный луч в 
первой среде будет распространяться под углом i , т. е. 
пойдет в обратном направлении вдоль луча I. В этом за-
ключается свойство обратимости светового луча. 

Если свет распространяется из среды с большим по-
казателем преломления 1n  (оптически более плотной) в 

среду с меньшим показателем преломления 2n  (оптиче-

ски менее плотной 1 2n n ), например, из стекла в воду, 

то преломленный луч удаляется от нормали и угол преломления r  больше, 
чем угол падения i  (рис. 4.2). С увеличением угла падения увеличивается и 

угол преломления до тех пор, 
пока при некотором угле падения 
( i  ) угол преломления не 

окажется равным 90 . Угол   

называется предельным углом. 
При углах i   весь свет полно-

стью отражается. Это явление 
называется полным отражени-
ем. Предельный угол полного 
отражения определяется по фор-
муле 

    2
21

1

sin
n

n
n

   .          (4.4) 



Рис. 4.2 

A  

r

2n  

1n  

Вода  
Стекло  

S

i  

B  C

i  

Рис. 4.1 

i

r  

1n  

2n  

I   II  

III
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 § 130. Линзы. Формулы тонкой линзы 

Линзы представляют собой прозрачные тела, ограниченные двумя по-
верхностями (одна из них чаще сферическая, а вторая – сферическая или пло-
ская), преломляющими световые лучи. 

По оптическим свойствам линзы делятся на собирающие и рассеиваю-
щие. Линза называется тонкой, если ее толщина (расстояние между ограни-
чивающими поверхностями) значительно меньше радиусов поверхностей, 
ограничивающих линзу. Прямая, проходящая через центры кривизны поверх-
ностей линзы, называется главной оптической осью. Оптическим центром 
линзы называется точка, лежащая на главной оптической оси и обладающая 
тем свойством, что лучи проходят сквозь нее без преломления. Всякая прямая, 
проходящая через оптический центр линзы под углом к главной оптической 
оси, называется побочной осью. 

Если на линзу направить пучок лучей параллельно главной оптической 
оси, то они или их продолжения пересекутся в одной точке, расположенной 
на главной оптической оси линзы. Эта точка называется главным фокусом 
линзы. Расстояние от главного фокуса до оптического центра линзы называет-
ся фокусным расстоянием линзы. Плоскость, проходящая через фокус линзы, 
перпендикулярная к ее главной оптической оси, называется фокальной плос-
костью. Оптической силой линзы в воздухе D  называется величина, обрат-
ная фокусному расстоянию: 

1
D

F
 . (4.5) 

Оптическая сила измеряется в диоптриях. За одну диоптрию принята оп-
тическая сила такой линзы, фокусное расстояние которой равно одному мет-
ру: 1 дптр 1/ м . 

Оптическую силу собирающей линзы считают положительной, а рассеи-
вающей – отрицательной. Оптическая сила D  системы двух линз, состав-
ленных вместе, равна алгебраической сумме оптических сил обеих линз: 

1 2D D D  . 

В среде, оптически более плот-
ной по сравнению с материалом 
линзы, выпуклые линзы становятся 
рассеивающими, а вогнутые – соби-
рающими. 

Рассмотрим изображение све-
тящейся точки S, расположенной на 
главной оптической оси собираю-
щей линзы (рис.4.3). Для этого ис-

1S  

Рис.4.3

F

N  

M

B  

F  
f

O O
d
FS

AL

O
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пользуем луч SO, падающий на линзу вдоль главной оптической оси и сохра-
няющий то же направление после прохождения линзы, и произвольный луч 
SA, который падает на линзу параллельно побочной оптической оси ОВ и 
после преломления в линзе пересекает фокальную плоскость MN в точке В и 
главную оптическую ось в точке S1. 

Точка S1 является изображением светящейся точки S. Введем обозначе-
ния: d  – расстояние от светящийся точки S до оптического центра О линзы; 
f  – расстояние от изображения S1 до оптического центра О; F  – фокусное 

расстояние линзы. 

На рис. 4.3 треугольники SAS1 и OBS1 подобны, поэтому 1 1

1 1

SS AS

OS BS
  или 

1

1

AS

BS

d f

f


 . Из подобия треугольников OAS1 и FBS1 имеем: 1 1

1 1

OS AS

FS BS
  или 

1

1

AS

BS

f

f F



. В этих пропорциях правые части равны, поэтому .

d f f

f f F





 

Отсюда имеем 
fF Fd fd  . 

Разделив это уравнение на ,fdF  получим формулу тонкой линзы: 

1 1 1

F d f
   или 

1 1
D

d f
  .  (4.6) 

При использовании формулы (4.6) необходимо придерживаться следую-
щего правила знаков. Расстояние предмета от линзы принято считать положи-
тельным (d > 0), если предмет находится слева от линзы, и отрицательным 
(d < 0), если предмет расположен справа от линзы. Фокусное расстояние со-
бирающей линзы – положительное (F > 0), а рассеивающей – отрицательное 
(F < 0). Если при этих условиях в результате расчета по формуле (4.6) получа-
ется положительное расстояние изображения от линзы (f > 0), то изображение 
действительное и расположено с противоположной стороны линзы. Если же 
расстояние окажется отрицательным, то изображение мнимое и расположено 
по ту же сторону линзы, что и предмет. 

Формулу тонкой линзы можно записать через радиусы кривизны 1R  и 2R  

сферических поверхностей, образующих линзу: 

л

c 1 2

1 1 1
1

n
D

F n R R

  
     

  
, (4.7) 
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где лn  – показатель преломления линзы; сn  – показатель преломления среды, 

в которой находится линза. 

§ 131. Построение изображений в линзах 

Для построения изображения светящейся точки в тонкой линзе доста-
точно построить ход каких-либо двух выходящих из этой точки лучей до па-
дения на линзу и после преломления в ней. Изображение предмета получается 
как совокупность изображений отдельных его точек. При построении изобра-
жений предметов в линзах пользуются лучами, ход которых показан на 
рис. 4.4 (а – в собирающей линзе; б – в рассеивающей): 

 

 
1 – луч, идущий параллельно главной оптической оси, после преломле-

ния в собирающей линзе проходит через главный задний фокус собирающей 

F  

Рис.4.4 

а) 

O  O 

1 

1 

2 

3 

3 

1 
12 

O  O 

1 

1 

2

3 

3

1 
1

2

б) 

F

FF  
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линзы, а после преломления в рассеивающей линзе распространяется так, что 
его продолжение проходит через передний главный фокус линзы; 

2 – луч, который проходит через передний главный фокус собирающей 
линзы, после преломления в ней распространяется параллельно главной опти-
ческой оси; если луч 2 падает на рассеивающую линзу так, что его продолжение 
проходит через главный задний фокус линзы, то после преломления в рассеи-
вающей линзе он распространяется параллельно главной оптической оси; 

3 – луч, падающий в оптический центр линзы, после прохождения сквозь 
линзу не изменяет своего направления.  

Можно построить изображение светящейся точки как в собирающей, так 
и в рассеивающей линзе с помощью побочных оптических осей. Проводится 
побочная оптическая ось О О   любого направления (рис. 4.5). Через светя-
щуюся точку S проводится луч, параллельный побочной оси О О  . Преломлен-
ный луч или его продолжение пройдет через точку пересечения А побочной 
оптической оси О О   с фокальной плоскостью линзы MN. Второй луч прово-
дится по главной оптической оси, он пройдет линзу без преломления. Точка 
пересечения этих двух лучей (или их продолжений) есть изображение S1. 
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Рассмотрим типичные случаи построения изображений предмета при 
помощи собирающей линзы. Предмет обозначим стрелкой AB, а его изобра-
жение A1B1: 

1 – предмет бесконечно удален от линзы (рис. 4.6, а). От предмета на 
линзу падает пучок лучей, параллельных главной оптической оси линзы. По-
сле преломления лучи пересекаются в фокусе линзы; 

2 – предмет расположен за двойным фокусом ( 2d F ). Полученное изо-
бражение (рис. 4.6, б) – действительное, обратное и уменьшенное; 
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3 – предмет расположен перед линзой на двойном фокусном расстоянии  
( 2d F ). Изображение (см. рис. 4.6,в) – действительное, обратное, в нату-
ральную величину; 

4 – предмет находится между двойным фокусом и фокусом линзы. Изо-
бражение – действительное, обратное, увеличенное (рис. 4.7, а); 

5 – предмет располагается в фокальной плоскости линзы. Лучи из линзы 
выходят параллельными (рис. 4.7, б) друг другу. Изображения не будет; 
 

 
6 – предмет между фокусом и линзой. Изображение – мнимое, прямое и 

увеличенное, находится с той же стороны линзы, что и предмет (рис.4.8, а). 
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Построение изображения в рассеивающей линзе дано на рис. 4.8,б. Рас-
сеивающая линза всегда дает мнимое, уменьшенное и прямое изображение 
предмета, расположенное между линзой и ее главным фокусом с той же сто-
роны, что и предмет. 

Отношение линейных размеров изображения предмета 1h  в линзе к ли-

нейным размерам предмета h  называется линейным увеличением линзы: 

1h f
Г

h d
  . 

Собирающая линза дает увеличенное изображение только тогда, когда 
расстояние от линзы до изображения больше расстояния от линзы до предме-
та. Рассеивающая линза дает только уменьшенное изображение предмета. 

Увеличение в линзе считается положительным, когда h  и 1h  находятся 

на одной стороне главной оптической оси линзы (изображение прямое, мни-
мое), и отрицательным, когда h  и 1h  находятся по разные стороны от главной 

оптической оси линзы (изображение перевернутое, действительное). 

§132. Аберрации оптических систем 

Оптическая система называется идеальной, если она удовлетворяет сле-
дующим условиям: каждой точке источника света соответствует одна точка 
изображения. Такие изображения называются стигматическими; все точки 
изображения должны лежать в плоскости, перпендикулярной к оптической 
оси системы; увеличение должно быть постоянным на всем изображении. 

В реальных оптических системах светящаяся точка изображается на эк-
ране в виде пятна, а изображение вне осевых точек плоского предмета имеет 
некоторую кривизну. Кроме того, прозрачные материалы, из которых изго-
тавливают линзы, обладают дисперсией, т.е. имеют различные показатели 
преломления для различных длин волн. Вследствие чего изображение пред-
мета, освещенного белым светом, приобретает радужную окраску; изображе-
ние не вполне отчетливо, неточно соответствует объекту или окрашено. Ис-
кажения изображения, вызванные не идеальностью оптических систем, 
называются аберрациями. Аберрации бывают монохроматические и хромати-
ческие. 

Монохроматические аберрации – это искажения изображения, наблю-
даемые при освещении предмета лучами определенной длины волны. К ним 
относятся: сферическая аберрация (продольная и поперечная), кома, астигма-
тизм, дисторсия, кривизна поля. 

Хроматические аберрации проявляются в окрашенности изображения, 
возникающей в результате того, что лучи разных длин волн проходят оптиче-
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скую систему различными 
путями. К ним относятся: 
продольная хроматическая 
аберрация и хроматическая 
разность увеличений. 

Продольная сфери-
ческая аберрация прояв-
ляется, если на линзу пада-

ет широкий (непараксиальный) пучок света (рис.4.9). Лучи 1 и 2 преломляют-
ся в линзе L на различных расстояниях от ее центра, пересекают главную оп-
тическую ось линзы ОО в разных точках S1 и S2.  

Поэтому на экране, установленном перпендикулярно оптической оси, 
вместо точки получается расплывчатое пятно. Длина отрезка  Δf = S1S2 назы-
вается продольной сферической аберрацией. Она зависит от материала линзы 
и от кривизны ее поверхностей. Определим значение  f. 

Пусть монохроматический луч МА (рис.4.10), идущий из среды с показа-
телем преломления nс параллельно главной оптической оси ОО плоско-
выпуклой линзы L с показателем преломления n, преломляется в ней и прохо-

дит через ее фокус F. На рис.4.10 видно, что угол = + или  = - . 

Применим закон преломления: 

sin /sin  = n/nс или sin  = (n/nс) sin . 

 

r 

 
 
 
Рассстояния до источника и его изображения, отсчитываемые от грани-

цы раздела АОЕ в направлении распространения света, считаются положи-
тельными, а в противоположном направлении – отрицательными (правило 
знаков). 

Рис. 4.9 

Рис. 4.10
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Согласно правилу знаков f  0, а R  0 , поэтому f = OF, R = – AC. Тогда 

из треугольника АСF получим 

sin /sin =sin /sin( - )=
OC OF

AC

 
 
 

= 1
f

R
  
 

. 

Отсюда  

-
f

R
=

)sin(

sin





-1=



cossincossin

sin


-1=  

1

cos cos sin sin


    
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


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
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n
=  

= 1
sincos 222


  nnn
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c

. 

Откуда 

f= R 1
sincos 222












  nnn

n

c

. (4.8) 

Для параксиальных лучей угол  0  и из уравнения(4.8) получим 

1 .c
o

c c

Rnn
f R

n n n n


   

   

(4.9) 

Продифференцируем уравнение (4.8) по  : 

 2 2 2 2 2
csin 2 sin cos / 2 sin / ,

df
nR n a n a a n n a N

da
      

 

где N n n nc  cos sin 2 2 2 . 

 df

d
n R n n n Nc

      2 2 2 2 21sin cos / sin /  

=      n R n n n n Nc
2 2 2 2 2 2 2 21sin ( sin ) / sin /   . 
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Если n nc , то 
df

d
0 , т.е. f0 – максимальное значение фокусного рас-

стояния: центральные лучи преломляются на меньшие углы, чем крайние. 
Продольную сферическую аберрацию определим из уравнений (4.8) и 

(4.9): 

 f f f nR /(n n ) /(n a n n a )c c      0
2 2 21 1 cos sin . (4.10) 

На рис.4.10  видно, что 
sin /  r R ,  (4.11) 

тогда 

cos sina a (r/R)   1 12 2 .  (4.12) 

Если уравнения (4.11) и (4.12) подставить в (4.8) и (4.9), то можно полу-
чить выражение для продольной сферической аберрации через r.  

Поперечной сферической аберрацией называется длина отрезка F0D = 
=y (см. рис.4.10). Определим значение  y. Треугольник АВF подобен тре-
угольнику DF0F, откуда 

y= – rFF0/FB. (4.13) 

Так как 
FF0 = -f , а FB=f – (R – R cos)=f-R(1-cos), (4.14) 

то из  (4.13) и (4.14) для поперечной сферической аберрации получим 

  
 

y r f f R
r f

f R
r

R

r f

f R R r
    



  













  
/ ( cos )1

1 1
2

2

2 2
 . (4.15) 

Замечания. Так как на плоской поверхности линзы преломление лучей, 
падающих перпендикулярно к ней, не наблюдается, то полученные формулы 
дают аберрацию одной сферической поверхности. Для нескольких поверхно-
стей или линз аберрации складываются. 

Фокусные расстояния для собирающих и рассеивающих линз и продоль-
ные сферические аберрации имеют разные знаки. Продольная сферическая 
аберрация собирающей линзы является величиной отрицательной, а  рассеи-
вающей – положительной. Комбинируя положительные и отрицательные 
линзы, можно создать оптическую систему с малой сферической аберрацией. 

Формулы теряют смысл, если n nc
2 2 2 0 sin  , так как в этом случае 

наступает полное  отражение на преломляющей поверхности линзы АОЕ. 
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Продольная и поперечная сферические аберрации характеризуют одну и 
ту же погрешность оптической системы, поэтому измеряют либо продольную, 
либо поперечную аберрацию. 

Продольную хроматическую аберрацию fхр (рис.4.11) принято харак-
теризовать разностью фокусных расстояний для двух характерных спектраль-
ных линий водорода – зеленой F = 486 нм и красной C=656 нм: 

fхр=fF – fC.  (4.16) 

Для грубой характеристики дисперсионных свойств, для стекла пользу-
ются коэффициентом дисперсии (числом Аббе): 

   ( ) / ( ),n n nD F C1  (4.17) 

где nF и nC – показатели преломления для упомянутых выше линий F и C во-
дорода; nD – показатель преломления для желтой D-линии натрия с длиной 
волны D = 589 нм. 

Запишем выражение для фо-
кусного расстояния линзы, ограни-
ченной сферическими поверхно-
стями: 

1 2

1 1 1
(n 1) ,

f R R

 
   

    

 (4.18)

где n – показатель преломления вещества линзы, R1 и R2 – радиусы кривизны 
её поверхностей. 

Дифференцируя уравнение (4.18) по n, получим выражение для продоль-
ной хроматической аберрации: 

 df
dn

n
fxp  




1
. (4.19) 

Заменяя (n-1)/dn=  и используя формулы (4.17) и (4.18), выражение 
(4.19) представим в виде 

 
f

n n

n
f f

n n
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F c
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D D

F c

D D

 



     



   

1

1

1

1

12 
. 

Линзы чаще всего изготавливают из стекла. Для тяжелых стекол число 
Аббе значительно меньше, чем для легких стекол. Поэтому хроматические 
аберрации у линз, изготовленных из тяжелых стекол, в несколько раз больше, 
чем у линз из легких стекол. Хроматические аберрации так же, как и сфериче-

Рис. 4.11 
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ские, имеют разные знаки для собирающих и рассеивающих линз. Это обстоя-
тельство позволяет изготавливать ахроматические оптические системы, ком-
бинируя короткофокусную положительную линзу из крона с длиннофокусной 
рассеивающей линзой из флинта.  

Астигматизм наклонных пучков обусловлен неоднородностью кривиз-
ны оптических поверхностей в различных плоскостях сечения падающего 
светового пучка. Точка на экране изображается в виде эллипса, который мо-
жет переходить в прямую линию. Устраняется подбором радиусов кривизны 
преломляющих поверхностей и их фокусных расстояний. 

Кома наблюдается в случае, когда светящаяся точка находится не на оп-
тической оси. При этом изображение точки напоминает хвост кометы. Дефект 
уменьшается постановкой диафрагм на пути светового пучка, а также набо-
ром собирающих и рассеивающих линз в объективах. 

Дисторсия проявляется при больших углах падения лучей на линзу. Ли-
нейное увеличение точек предмета, находящихся на разных расстояниях от 

оптической оси, несколько раз-
личается. Нарушается геометри-
ческое подобие предмета 
(рис.4.12). Дефект недопустим 
при аэрофотосъемке, в микро-
скопе и т.д. Устраняется подбо-
ром линз в объективах.    

§133. Микроскоп. Увеличение микроскопа 

Величина изображения предмета на сетчатке глаза определяется углом 
зрения. При удалении предмета угол зрения уменьшается, предметы стано-
вятся слабо различаемыми. Оптические приборы (лупа, микроскоп, телескоп, 
зрительная труба и т.д.) увеличивают угол зрения.  

 

Рис. 4.12 
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Микроскопы используются для рассмотрения весьма малых предметов 
(до 1мкм). Оптическая схема микроскопа показана на рис. 4.13. Микроскоп 
состоит из короткофокусного объектива О1, дающего действительное увели-
ченное изображение А1В1 предмета АВ, попадающее в фокальную плоскость 
окуляра О2. Изображение А1В1  рассматривается под углом зрения α. Угловое 
увеличение микроскопа  Г=h1L/(F2h)≈LΔ/(F1F2), где Δ>>F1 –так называемый 
интервал микроскопа. Увеличение изображений в микроскопе не превышает 
2000-2500, так при больших увеличениях ухудшается качество изображения 
из-за влияния дифракции. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 62. Человек рассматривает светящуюся точку S через плоскопа-
раллельную стеклянную пластину толщиной d = 3 см так, что луч зрения нор-
мален к пластинке. Найти расстояние между точкой S и ее изображением S. 

 
Решение. В глаз человека попадают лучи, которые обра-
зуют между собой малые углы i. Продолжим эти лучи до 
их пересечения в точке S, которая является изображением 
светящейся точки S. Рассмотрим два луча, которые выхо-
дят из точки S и попадают в глаз человека SD и SB. Луч 

SD падает на пластинку нормально, а луч SB, дважды преломившись, выйдет 
из пластинки параллельно отрезку SO. Проведем отрезок OA параллельно лу-
чу SD. Из параллелограмма SSCO 

SS OC d h    . (1) 

Отрезок h = AC выразим через 
величины d и n. Заметим, что если 
бы в точке O находился источник 
света, то его изображением явилась 
бы точка C. 

Из треугольников OAB и CAB 
имеем 

tg

tg

h r

d i
 . (2) 

В силу малости углов i и r соот-
ношение  

tg sin

tg sin

r r

i i
 .  (3) 

Дано: 
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Рис. к задаче 62 
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Воспользуемся законом преломления (4.3):  

sin 1

sin

r

i n
 ,  (4) 

так как показатель преломления воздуха примем равным 1. 
Тогда из уравнений (2)–(4) получим 

1h

d n
  и 

d
h

n
 .  (5) 

Подставив выражение (5) в (1), найдем искомую величину: 

 1n d
SS

n


  . 

Ответ: 210 мSS   . 

 
Задача 63. Стеклянная треугольная призма имеет показатель преломле-

ния 1,6n   и преломляющий угол 45   . Каким должен быть наибольший 

угол падения луча на боковую грань призмы, чтобы при выходе его из призмы 
наблюдалось полное отражение? 

 

Решение. Полное отражение наступит тогда, когда луч 
будет падать на грань AC  (см. рисунок к задаче) под уг-
лом, который равен или больше предельного угла полного 
отражения. Предельный угол полного отражения опреде-
ляется из закона преломления (4.3): 

 
0sin 1

sin / 2

i

n
 , 

откуда 0 38 40i   . 

Из MNO , зная угол 0i , най-

дем угол r : 

0 45 ,r i      6 20r   . 

Так как 
sin

sin

i
n

r
 , то sin i = 

sin n r  и угол  arcsin sini n r , 

10i   . 
Ответ: 10i   . 

Дано: 
1,6n   
45    

i = ? 

Рис. к задаче 63 

M  

  

2


 

N

  
O  

i
0i  r

А  

СВ  
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Задача 64. Фокусное расстояние линзы в воздухе 1 0,5 мF  . Найти фо-

кусное расстояние линзы 2F , погруженной в воду, если показатель преломле-

ния стекла, из которого сделана линза, 1,6n  . 
 

Решение. Используя формулу тонкой линзы (4.7) и при-
нимая с 1n  , найдем выражение для фокусного расстоя-

ния линзы в воздухе: 

  
1 2

1
2 1

.
1


 

R R
F

n R R
 (1) 

Принимая с вn n , найдем выражение для фокусного расстояния линзы, 

погруженной в воду: 

 
1 2

2

2 1
в

1

R R
F

n
R R

n


 

  
 

. (2) 

Разделив уравнение (2) на (1), получим 

 2

1

в

1
,

1

nF

F n

n



 

 
 

 откуда  
 

2 1

в

1

1

n
F F

n

n



 

 
 

, 2 1,5 мF  . 

Ответ: 2 1,5 мF  . 

 
Задача 65. Источник света расположен на главной оптической оси на 

расстоянии d = 0,45 м от собирающей линзы с оптической силой D = 5дптр. За 
линзой, перпендикулярно оптической оси, помещено плоское зеркало. На ка-
ком расстоянии от линзы нужно поместить плоское зеркало, чтобы лучи, от-
раженные от него, пройдя вторично через линзу, стали параллельными? 

 
Решение. Луч, отра-
зившись от зеркала, 
должен пройти через 
задний фокус линзы 
(рис к задаче 65), то-
гда после прохожде-

ния линзы он будет параллелен ОО. По 
формуле тонкой линзы запишем: 

Дано: 

1 0,5 мF   

1,6n   

в 1,33n   

2F = ? 

Дано: 
 

 

 – ? 

0,45 мd 
5 дптрD 

l

Рис. к задаче 65 



328 

, 

откуда .  (1) 

Т.к. , а , то из (1): 

, . 

 
Ответ: . 

  

1 1
D

d f
 

1

d
f

Dd




2

f F
x




1
F

D


 
1

2 1
x

D Dd


  
2 1

0,28 м
2 1

Dd
l F x

D Dd


   



0,28 м
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Глава 21 
ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ СВЕТА 

§ 134. Уравнение световой волны. 
Условия интерференционного максимума и минимума 

Свет – это электромагнитная волна, длина которой лежит в диапазоне от 
10 нм до 1 мм. Из теории Максвелла для плоской монохроматической волны 
были получены уравнения: 

0

0

cos( ),

cos( ),

E E t kx

H H t kx





 

 

 

   (4.20) 

где E


 – вектор напряженности электрического поля; H


 – вектор напряжен-

ности магнитного поля; 0 0,E H
 

 – максимальные (амплитудные) значения век-

торов E


 и H


; 
2

Т

   – циклическая частота; 
2

k



  – волновое число (мо-

дуль волнового вектора); ( )t kx   – фаза волны; T – период колебаний;  – 

длина волны. 

Вектор E


 называется световым вектором, так как многие из оптических 
действий (физиологические, фотохимические, фотоэлектрические и другие) 
вызываются колебаниями данного вектора. 

Интерференция – это физическое явление наложения когерентных волн, 
в результате которого происходит усиление колебаний в одних точках про-
странства и ослабление в других. При интерференции света образуются чере-
дующиеся между собой светлые и темные полосы или кольца.      Интерфери-
ровать могут только волны, имеющие одинаковые частоты, постоянные во 

времени разности фаз и одинаковые ориентации в пространстве векторов E


 и 

H


. Такие волны называются когерентными. Различают временную и про-
странственную когерентность. Временная когерентность связана с разбросом 
значений модуля волнового вектора, пространственная когерентность – с 
разбросом направлений волнового вектора. 

Волна, у которой амплитуда, частота и начальная фаза остаются посто-
янными неограниченно долго, называется монохроматической.  
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Пусть источники света 1S  и 2S  (рис. 4.14) 

излучают когерентные волны: 

1
1 01 01 1cos2 cos ,       

xtE E E
T

   (4.21) 

2
2 02 02 2cos2 cos .       

xtE E E
T

  
(4.22) 

В точке М происходит наложение двух волн 
и наблюдается явление интерференции. Приме-
нив принцип суперпозиции, найдем амплитуду 

результирующих колебаний: 

2 2 2
0 01 02 01 02

2 2 1 1 2 2
01 02 01 02

2 cos

2 cos 2 ,

E E E E E

l n l n
E E E E






    

     
 

           (4.23) 

где 2 1      – разность фаз слагаемых волн; l1 и l2 – расстояния от источ-

ника света S1 и S2 до точки М; n1 и n2 – показатели преломления сред, в кото-
рых распространяются волны; nl – оптическая длина пути. 

Амплитуда результирующего вектора E0 максимальна, если cos 1  ,  

т. е. когда разность фаз 

1 1 2 22 2
l n l n

k  



     ,   (4.24) 

где k = 0, 1, 2, 3, ... – порядок интерференционного максимума. 
Из выражения (4.24) имеем:  

 1 1 2 2 2
2

l n l n k k
        , (4.25) 

где   – оптическая разность хода волн. 
Если оптическая разность хода двух волн равна целому числу длин волн 

или четном числу полуволн, то в точке М наблюдается усиление колебаний 
(условие максимума при интерференции). 

Амплитуда результирующего вектора E0 минимальна, если cos 1   , 

т. е. когда разность фаз в уравнении (4.23) равна 

1 1 2 22 (2 1) ,


     
l n l n

k  


 

или 

Рис.4.14 

S2 

S1

M

2 2 2x l n  

1 1 1x l n  
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 1 1 2 2 (2 1)
2

l n l n k
       ,  (4.26) 

где k = 0, 1, 2, 3, ... – порядок интерференционного минимума. 
Если оптическая разность хода двух волн равна нечетному числу полу-

волн, то в точке М наблюдается ослабление колебаний (условие минимума 
при интерференции). 

Интенсивность света 2
0~I E , из уравнения (4.23) получим 

1 2 1 22 cosI I I I I     . 

Допустим, что интенсивности интерферирующих волн одинаковы: 

1 2I I . Если cos 1  ,  то  2
1 1 1 12 4I I I I I    ,  т. е. в интерференцион-

ных максимумах интенсивность света возрастает в четыре раза. 
Если cos 1   , то 0I  , происходит полное гашение света светом. 

§ 135. Расчет интерференционной картины от двух 
когерентных источников 

Источники монохроматического света 1S  и 2S  находятся в одинаковой 

среде с показателем преломления 1n   на расстоянии d  друг от друга 
(рис. 4.15) и на расстоянии l  от экрана Э. Пусть расстояние l d . Выделим 
на экране произвольную точку М, положение которой определяется коорди-
натой x . Начало отсчета координаты, точка О, равноудалена от 1S  и 2S , а 

точка М отстоит от источника света 1S  на 

расстояние 1l , а от 2S  – на расстояние 2l . 

Найдем условия, при которых в точке М 
наблюдается максимум или минимум ин-
тенсивности света I . Из треугольников 
AS1M и BS2M запишем: 

2
2 2

1 2

d
l l x

    
 

, 

2
2 2
2 2

d
l l x

    
 

. 

Вычитая первое уравнение из второ-
го, получим  Рис. 4.15 

d

 

l

l1 

l2

O 

B 

A 

O 

x 

2

d
 

x  

I 

x 

Э  Э 
S2

S1 

M 

2

d
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2 2
2 2
2 1 2

2 2

d d
l l x x xd

           
   

или  2 1 1 2( )( ) 2l l l l xd   . 

При d l  сумма 1 2 2l l l  , тогда 2 1( )2 2l l l xd  , откуда оптическая 

разность хода волн 

2 1

d
l l x

l
    . 

Если для точки М k   , то в этой точке наблюдается усиление интен-
сивности света. Найдем координату kx , удовлетворяющую этому условию: 

,k

d
k х

l
   k

l
x k

d


  ,       где 0, 1, 2, 3, ...k  

Ширина интерференционной полосы 

 1k k

l
x x x

d
    . (4.27) 

На экране образуется ряд чередующиеся светлых и темных интерферен-
ционных полос, ширина которых x  увеличивается с уменьшением расстоя-
ния d . 

В точке О всегда наблюдается максимум интенсивности, т. к. разность 
хода волн равна нулю ( 1 2S O S O ). При наблюдении в белом свете полосы 

цветные, кроме точки О, где располагается белая полоса. 

§ 136. Методы наблюдения интерференции света 

Интерференция света наблюдается  только при наложении когерентных  
волн. Свет, испущенный, например, лампой накаливания, не является моно-
хроматическим, так как он слагается из волн, излучаемых многими атомами 

раскаленной нити. Время излучения атома около 810 с  и при этом образуется 

синусоидальный цуг волны протяженностью порядка 3 м. Цуги многих ато-
мов, накладываясь друг на друга, образуют световую волну. При наложениях 
фазовые соотношения между колебаниями многократно изменяются случай-
ным образом, два источника света оказываются некогерентными. 

Разработано несколько методов получения когерентных световых волн 
от обычных источников света. Во всех случаях используется один и тот же 
принцип: световую волну, излучаемую одним источником, делят на две части, 
а затем образовавшиеся волны накладывают друг на друга. Рассмотрим неко-
торые из таких методов. 
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1. Щели Юнга. Яркий свет, пройдя через щель S 
(рис. 4.16), вследствие дифракции образует расходя-
щуюся волну, которая падает на щели S1 и S2. Эти 
щели можно рассматривать как вторичные источники 
света. В результате дифракции на щелях 1S  и 2S  об-

разуются две когерентные волны, которые, наклады-
ваясь, дают на экране Э интерференционные полосы. 
Используя формулу (4.27), зная расстояния d , l  и 
длину падающей световой волны  , можно рассчи-
тать ширину интерференционной полосы. 

2. Зеркала Френеля представляют собой два со-
прикасающихся плоских зеркала, расположенных под углом, близким к 180  
друг к другу (рис. 4.17). Источник S испускает световые волны, которые от-
ражаются от зеркал АО и ОВ и попадают на экран Э, образуя область наложе-
ния волн МN. Кожух К защищает экран от прямого попадания лучей. Волны, 
отраженные от зеркал, распространяются так, как будто они исходят из мни-
мых источников света 1S  и 2S . 

 

Рис. 4.17 

Угол между отраженными от зеркал лучами ОМ и ОN равен 2 . 
Обозначив отрезок 1 2OS OS r  , найдем расстояние между мнимыми 

источниками 1S  и 2S :  

12OS sin 2 sin 2 ,  d r r    

так как угол   очень мал. 
Поскольку cosa r r  , то l a b r b    . 
Подставляя d  и l  в формулу (4.27), можно рассчитать ширину интер-

ференционной полосы: 

1S  

Рис. 4.16 

S2 

S
d  

l

Э  
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 
2

r b
х

r





  . 

3. Бипризма Френеля состоит из двух призм с малыми преломляющими 
углами   (рис. 4.18), сложенными вместе. При освещении бипризмы линей-

ным источником света S  образуются две когерентные волны, исходящие из 
мнимых источников 1S  и 2S . Эти волны интерферируют и на экране Э можно 

наблюдать интерференционные полосы, ширина которых определяется по 
формуле 

 
 2 1

а b
х

а n





 


, 

где n  – показатель преломления стекла бипризмы;   – длина световой волны. 

§ 137. Интерференция в тонких пленках 

При падении световой волны под углом i  на пленку толщиной d  
(рис. 4.19) происходит ее отражение от верхней и нижней поверхностей плен-
ки. В результате образуются две волны 1 и 2, которые, пройдя линзу L , ин-
терферируют в точке М. Определим оптическую разность хода лучей   для 
случая, когда показатель преломления пленки n2 больше показателя прелом-
ления среды 1n , т. е. 2 1n n . 

Оптические пути лучей 1 и 2 от плоскости DС до точки М одинаковы, 
первый луч от точки А проходит оптический путь 1ADn , а второй луч 

  2AB BC n . Таким образом, разность хода лучей 





ba  

1S  

S2 

S  

Э

M

N

d  

Рис. 4.18 
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  2 1 2 1AB BC AD 2AB AD
2 2

n n n n
            
   

  . (4.28) 

В точке А отражение луча происхо-
дит от оптически более плотной среды, 
поэтому фаза волны меняется на  , т. е. 
отраженный луч теряет полволны (опти-
ческий путь 1ADn  уменьшается на / 2 ). 

AB
cos

d

r
 , 

AD ACsin 2 tg sini d r i  .    (4.29) 

По закону преломления запишем: 

2

1

sin

sin

ni

r n
 , откуда 

1 2sin sinn i n r .  (4.30) 

Подставив выражения (4.29) и (4.30) в (4.28), получим 

 22
2

2
1 sin 2 cos

cos 2 2

dn
r dn r

r

       . (4.31) 

Так как 2cos 1 sinr r  , то уравнение (4.30) примет вид 

2
2 21

2
2

sin sin
n

r i
n

 , 

тогда 
2

21
2
2

cos 1 sin
n

r i
n

  . (4.32) 

Подставив выражение (4.32) в (4.31), окончательно получим 

2 2 2
2 12 sin

2
d n n i

    . (4.33) 

Если пленка освещается монохроматическим светом (например, крас-
ным) и при этом выполняется условие максимума при интерференции: 

k   , то в отраженном свете пленка будет иметь тот же цвет (т. е. крас-
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n1 

1

D

d 
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L
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Рис. 4.19 
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ный). Если же выполняется условие минимума (2 1)
2

k
    , то пленка бу-

дет темной. При освещении белым светом пленка окрашивается в цвет, соот-
ветствующий длине волны  , для которой выполняется условие максимума. 

§ 138. Интерференционные полосы равного наклона 
и равной толщины 

Интерференционная картина, как следует из формулы (4.33), определяет-
ся величинами  , d , n  и i . При освещении плоскопараллельной пластинки 
монохроматическим светом (рис. 4.20) можно наблюдать чередование макси-
мумов и минимумов интерференции. Для этого на пути отраженной волны 
следует поставить собирательную линзу Л и экран Э. 

Лучи 1 и 2, падающие на пластину под од-
ним и тем же углом i, отразившись от верхней и 
нижней плоскостей пластинки, интерферируют 
и собираются в фокусе F  линзы. Если оптиче-
ская разность хода этих лучей k   , то на 
экране наблюдаются максимумы интенсивно-
стей, образуя полосу данного порядка интерфе-
ренции. Каждая полоса обусловлена световыми 
лучами, падающими под одним и тем же углом 
i, но с разных направлений. Эти полосы назы-
ваются полосами равного наклона. Поскольку 

интерферирующие лучи параллельны, то экран Э располагают в фокальной 
плоскости линзы, как это делается для получения изображения бесконечно 
удаленных предметов. 

Рассмотрим отражение параллельного светового пучка, падающего на 
пластину, в виде клина с углом при вершине  . Отраженные от верхней и 

нижней плоскостей пластинки лучи 1 и 2 
(рис. 4.21) не будут параллельными. Так как их 
оптическая разность хода не одинакова, то при 
определенном положении клина К и линзы Л на 
экране появляются светлые и темные интерферен-
ционные полосы, параллельные ребру клина. Каж-
дая полоса образуется в результате отражения от 
участков клина с одинаковой толщиной d , поэто-
му они называются полосами равной толщины. 

Так как поверхности клина не параллельны 
друг другу, то интерферирующие лучи пересека-
ются вблизи клиновидной пластинки, т. е. локали-
зованы на поверхности MN. 

A

Рис. 4.21 
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§ 139. Кольца Ньютона 

Интерференционные полосы равной толщины можно наблюдать, если на 
плоскопараллельную пластинку положить плосковыпуклую линзу с весьма 
малой кривизной (рис. 4.22,а). Клинообразный слой воздуха (или другой сре-
ды) между линзой и пластинкой играет роль тонкой пленки, и вокруг точки 
касания линзы с пластинкой образуются светлые и темные кольца (кольца 
Ньютона, рис. 4.22,б). Наблюдение колец можно проводить как в отраженном, 
так и в проходящем свете. При наблюдении в белом свете кольца приобрета-
ют радужную окраску. Пусть на плоскую поверхность линзы в воздухе нор-
мально падает монохроматический свет с длиной волны  . Показатель пре-
ломления линзы 1n  больше показателя преломления воздуха 2 .n  Согласно 

формуле (4.33)  

2 2 2
2 12 sin

2
d n n i

    . 

Световые лучи падают почти по нормали к пластинке, sin 0i  , а 

22
2

dn
   . (4.34) 

Из треугольника ОАВ находим: 

2 2 2 2 2 2( ) 2 .R R d r R Rd d r        

Поскольку толщина воздушного клина 

d R , то 2 0d   и 
2

2

r
d

R
 . Подставив 

значение d  в формулу (4.34), получим 

2
2

2
 

r n

R

 . 

Если k   (условие максимума ин-
тенсивности), то образуется светлое кольцо: 

2
2

2

r n
k

R

   , 

откуда радиус кольца 

2

(2 1)
2k

R
r k

n


  , (4.35) 
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где 1,2,3,...k  . 

При 0k   в точке касания линзы с пластинкой наблюдается минимум 
интенсивности, обусловленный изменением фазы световой волны на   при 
отражении ее от пластинки. 

По формуле (4.35) можно определить радиусы светлых колец при на-
блюдении в отраженном свете и радиусы темных колец при наблюдении в 
проходящем свете.  

Если (2 1)
2

k
   , то наблюдается темное кольцо: 

2
2 (2 1)

2 2

r n
k

R

 
   , откуда 

2

,kr kR
n


   0,1,2,3,...k   (4.36) 

Формула (4.36) позволяет определить радиусы темных колец в отражен-
ном свете и радиусы светлых колец в проходящем свете.  

С помощью установки для наблюдения колец Ньютона можно найти 
длину волны монохроматического света, зная радиусы соответствующих ко-
лец, и радиус кривизны R  линзы. 

§ 140. Просветление оптики 
 

Современные оптические приборы содержат большое число линз, зеркал, 
призм и т.д. Свет, проходя через прибор, испытывает частичное отражение на 
каждой из поверхностей. Поэтому интенсивность светового потока, дошедше-
го до наблюдателя, сильно уменьшается. Для устранения отражения поверх-
ности объективов покрывают специальными пленками. Показатель преломле-
ния пленки n, ее толщина h подбираются такими, чтобы лучи, отраженные от 
границы воздух-пленка и пленка-стекло (рис.4.23), отражались в противофазе 
и гасили друг друга (лучи 1 и 2 на рис. 4. 23). Для этих лучей n1<n<n2  и опти-

ческая разность хода лучей       δ= 2 hඥ݊ଶ െ ݊ଵ
ଶ݊݅ݏଶ݅ =2nh, так как  sini=0. За-

пишем условие минимумов при интерференции:  
δ =(2k+1)λ/2, где k=0. Приравняв правые части 
выражений для δ, получим: 2hn= λ/2, откуда   
h= λ/(4n). Экспериментально установлено, что 
наилучший результат дают пленки, показатель 
преломления которых n=√݊ଶ.  Из рис. 4.23 следу-
ет, что данная пленка будет гасить узкий спек-
тральный интервал длин волн, который удовлетво-Рис. 4.23 

1 2

1n

2n

n пленка

линза

h
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ряет формуле h= λ/(4n). Сложные оптические приборы имеют объективы с 
многослойными пленками, которые гасят более широкий интервал длин волн. 
Так как при интерференции происходит перераспределение световой энергии 
в пространстве, то гашение отраженных волн приводит к усилению интенсив-
ности светового потока, проходящего через объектив. 

§ 141. Интерферометр Майкельсона 

Приборы, в которых используется явление интерференции света, назы-
ваются интерферометрами. На рис. 4.24 приведена схема интерферометра 
Майкельсона. 

Прибор имеет два плоских зеркала M1 и M2 и полупрозрачную плоскопа-
раллельную пластинку P1. Луч от источника монохромного света S попадает 
на пластинку P1, где разделяется на два луча, один из которых, отразившись 
от посеребренного слоя пластинки, направлен к зеркалу 1M . После отражения 

от зеркала 1M  луч вновь проходит пластинку 1P  (на рис. 4.24 обозначен 1 ). 
Луч 2 идет к зеркалу 2M  и, отразившись от него, возвращается к пластинке 1P , 

отразившись от которой идет параллельно лучу 1  (на рис. 4.24 обозначен 2 ). 
Первый луч проходит пластинку 1P  дважды. 

Чтобы компенсировать возникшую разность хода между лучами 1 и 2, на 
пути луча 2 ставится пластинка 2P , отличающаяся от 1P  только тем, что не 

имеет серебряного покрытия. 
Лучи 1  и 2  когерентны. Их оптическая разность хода 

1 1 22 ( )n l l   , 

где 1n  – показатель преломления среды; 1l  и 2l  – 

расстояния от точки А до зеркала 1M  и 2M  со-

ответственно. 
Когда расстояния 1l  и 2l  равны, наблюда-

ется максимум интерференции. При смещении 
зеркала 1M  на величину / 4  оптическая раз-

ность хода лучей будет равна / 2 , наблюдается 
минимум интерференции.  

Таким образом, по изменению интерферен-
ционной картины можно судить о незначитель-
ных перемещениях зеркала. Интерферометр 
Майкельсона используется для точного 

7(~10 м)  измерения длины тела. Различные ти-
Рис. 4.24 
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пы интерферометров отличаются лишь конструктивно, принцип же действия 
остается одинаковым. 

Применение интерферометров многообразно: для исследования качества 
изготовления оптических стекол, измерения углов, при исследовании быстро-
протекающих процессов, для измерения различных газодинамических пара-
метров при обтекании воздухом летательных аппаратов и т. д.  

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 66. На мыльную пленку с показателем преломления n2 = 1,33 па-
дает под углом i = 30 монохроматический свет с длиной волны  = 0,6 мкм. 
Отраженный от пленки свет в результате интерференции имеет наибольшую 
яркость. Какова наименьшая возможная толщина пленки? 

 
Решение. При падении световой волны на пленку (см. 
рисунок к задаче) происходит ее отражение от верхней и 
нижней поверхностей пленки. В результате образуются 
две волны 1 и 2, которые, пройдя линзу Л, интерфериру-
ют в точке P. Оптическая разность хода лучей 1 и 2: 

  2 1 2 1AB BC (AD ) 2AB AD .
2 2

n n n n      
   (1) 

В точке A  отражение происходит от оптически более плотной среды, 
поэтому фаза волны изменяется на  , 
что эквивалентно «потере» полуволны. 

Выполнив преобразования в вы-
ражении (1) (см. § 137, формулы (4.28)–
(4.33)), получим 

2 2 2
2 12 sin .

2
  h n n i

   (2) 

Запишем условие максимума при 
интерференции: 

2 2 2
2 12 sin 2

2 2
h n n i k

 
    .  (3) 

Для определения minh  необходимо 

в уравнении (3) принять 1k  , т. е. 

Дано: 

1 1n   

2 1,33n   

30i    
76 10 м    

minh = ? 

Л  

Рис. к задаче 66 
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2 2 2
min 2 12 sin

2
h n n i


  , откуда 

min 2 2 2
2 14 sin

h
n n i





. (4) 

Подставим численные значения в уравнение (4): 

7
7

min 2 2 0

6 10  м
1, 2 10 м.

4 1,33 sin 30
h




  


 

Ответ: 7
min 1,2 10 мh   . 

 
Задача 67. На стеклянный клин нормально к нижней грани падает моно-

хроматический свет с длиной волны 0,66 мкм  . Определить преломляю-
щий угол клина, если на 1 см длины образуется 10 интерференционных полос. 

 
Решение. Параллельный пучок световых лучей, отра-
женный от верхней и нижней граней клина, образует 
интерференционную картину вблизи верхней поверхно-
сти клина. 

Лучи 1 и 2 при малом угле клина можно считать па-
раллельными. Найдем оптическую разность хода лучей 1 
и 2: 

2 cos
2kd n r
   , (1) 

где dk – толщина клина в том месте, где наблюдается интерференционная по-
лоса, соответствующая номеру полосы; r – угол преломления лучей;  – длина 
волны. 

 Рис. к задаче 67

1,2 1,2  1,2  1,2  1,2 



k Nd   

kd

k

l

1k  2k   k N.........

Дано:
76,6 10 м    

1,5n   
10N   

210 мl   
 = ? 
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При отражении от верхней грани клина фаза волны изменяется на  , 
поэтому в уравнении (1) появилась разность хода, равная половине длины 
волны. 

Запишем условие интерференционного минимума: 

2 cos (2 1) .
2 2kd n r k
       (2) 

Учитывая, что угол падения луча равен нулю, а cos 1r   (при малых уг-
лах ), уравнение (2) примет вид 

2 kd k , откуда 

2k

k
d

n


 . (3) 

Пусть темной полосе с номером  k N  соответствует толщина клина 

k Nd   (см. рисунок к задаче). На расстоянии l  по условию задачи укладывает-

ся N  темных полос. Как видно из рисунка: 

 
tg k N kd d

l
  

 . (4) 

Вследствие малости угла   можно считать, что tg   и 

   
2 2

k N kd d k N k N

l nl nl

      
   . (5) 

Подставив в уравнение (5) численные значения, получим 

9
4

2

5 0,66 10 м
2 10 рад

1,5 10 м







 
  


. 

Так как 51рад 2,06 10  , то 41,2  . 

Ответ: 41,2  . 
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Глава 22 
ДИФРАКЦИЯ СВЕТА 

§ 142. Принцип Гюйгенса–Френеля 

Дифракцией света называется явление, обусловленное волновыми свой-
ствами света и наблюдаемое при его распространении в среде с резко выра-
женными неоднородностями (отверстия, щели, границы непрозрачных тел 
и т. д.). Дифракция приводит к огибанию волнами препятствий и к попаданию 
света в область геометрической тени, т. е. к отклонению от законов геометри-
ческой оптики. 

Дифракция происходит всегда, если на пути распространения света име-
ется резко выраженная неоднородность. Другой вопрос, будем ли мы ее ви-
деть. С помощью микроскопа можно рассмотреть дифракцию тогда, когда 
простым глазом она не видна. Если длина световой волны   соизмерима с 
размерами препятствий, то дифракция наблюдается. В зависимости от усло-
вий наблюдения различают два вида дифракции: дифракция в параллельных 
лучах (дифракция Фраунгофера1) и дифракция в непараллельных лучах (ди-
фракция Френеля2). 

По принципу Гюйгенса3 каждая точка среды, до которой доходит фронт 
волны, является центром вторичных волн, огибающая которых дает положе-
ние нового фронта волны. Принцип Гюйгенса позволяет вывести законы от-
ражения и преломления волн, но не дает возможности рассчитывать их интен-
сивность. Френель дополнил принцип Гюйгенса идеей о когерентности и 
интерференции вторичных волн. 

Согласно принципу Гюйгенса–Френеля световую волну можно заменить 
эквивалентной системой вторичных когерентных волн. Волновое возмуще-
ние в любой точке пространства можно рассматривать как результат интерфе-
ренции волн, идущих от вторичных источников.  

                                                            
1 Иозеф Фраунгофер (1787–1826) – немецкий физик. 
2 Огюстен Жан Френель (1788–1827) – французский физик. 
3 Христиан Гюйгенс (1629–1695) – нидерландский ученый. 
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§ 143. Метод зон Френеля 

Для нахождения амплитуды световой волны в точке Р ( рис. 4.25) по 
принципу Гюйгенса–Френеля сферический фронт волны от источника S раз-
бивается на кольцевые зоны (зоны Френеля).  

Пусть 0PM r  – расстояние от точки Р до фронта волны. Расстояние от 

точки Р до первой зоны   1 0 2
r r


  , 

до второй зоны   2 1 0 2
2 2

r r r
 

    , 

до третьей зоны   3 2 0 3
2 2

r r r
 

    , 

и т. д.  0 2kr r k


  , (4.37) 

где k  – номер зоны. 
Разности хода волн от соседних зон Френеля, приходящих в точку Р, от-

личаются на / 2 , т. е. фазы колебаний противоположны. При наложении 
такие колебания будут ослаблять друг друга. Амплитуда A  результирующих 
световых колебаний в точке Р равна 

1 2 3 4 ... kA A A A A A      , (4.38) 

где 1A , 2A , …, kA  – амплитуды колебаний, возбужденные 1, 2, …, k -й зона-

ми в точке Р. 
Амплитуда колебаний, возбуждаемая зоной, зависит от площади зоны, от 

расстояния r  от зоны до точки Р и от угла   (рис. 4.25) между внешней 
нормалью к фронту волны и направ-
лением распространения света от 
зоны к точке Р. Покажем, что площа-
ди зон равновелики. Из треугольни-
ков SAC и PAC запишем: 

2 2 2 2 2
0AC ( CM) ( CM) ,kR R r r       

где R  – радиус волны; CM kh  – 

высота сферического сегмента. 
Тогда 

2 2 2 2
0( ) ( )k k kR R h r r h     .(4.39) 

Рис. 4.25 
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Преобразовав выражение (4.39), получим 

2 2
0

0

( )

2( )
k

k

r r
h

R r





. (4.39) 

Площадь сферического сегмента 

2k kS Rh . (4.40) 

Считая 0r  , из уравнений (4.37), (4.40), (4.41) имеем: 

0

0
k

Rr k
S

R r

 



, т. к. 2 2 0k   . 

Площадь зоны 

0
1

0
k k

Rr
S S S

R r

 
  


. 

Итак, площадь зоны S  не зависит от номера зоны k , значит, площади 
всех зон одинаковы. Тогда амплитуды колебаний, приходящих в точку Р, за-
висят только от kr  и  . С ростом номера зоны kr  и   возрастают, следова-

тельно, амплитуда 1 2 3 ... kA A A A    . 

Найдем амплитуду результирующих колебаний в точке Р, используя вы-
ражение (4.38): 

3 3 51 1
2 4( ) ( ) ...

2 2 2 2 2 2
kA A A AA A

A A A         , 

откуда 

1

2 2
kAA

A   , (4.42) 

т. к. слагаемые, стоящие в скобках, равны нулю. 
Если число зон k  четное, то в формуле (4.42) берется знак минус, если 

нечетное – плюс. У свободной волновой поверхности число зон Френеля 

k   и 0kA  , тогда 1

2

A
A  . Амплитуда результирующих колебаний рав-

на половине амплитуды центральной зоны Френеля. Так как площадь зоны 
Френеля очень мала, то свет распространяется, словно в узком канале, т. е. 
прямолинейно.     Таким образом, с помощью дифракции можно объяснить 
прямолинейность распространения света. 

Следует отметить, что результирующую амплитуду можно найти также 
методом графического сложения амплитуд. 
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Реальным подтверждением метода зон Френеля 
является зонная пластинка Френеля. На прозрачную 
пластинку наносятся чередующиеся концентрические 
кольца, расположенные по принципу построения зон 
Френеля. Пусть эти кольца открывают только нечетные 
зоны Френеля (1, 3, 5 и т. д.). Тогда результирующая 
амплитуда 1 3 5 ...A A A A     в точке наблюдения Р 

будет больше, чем при полностью открытом фронте 
волны. Резко возрастает и интенсивность света в на-

блюдаемой точке. Зонная пластинка действует подобно собирающей линзе. 
Аналогично можно изготовить пластину, где открыты только четные зо-

ны Френеля. На рис. 4.26 показана амплитудная зонная пластинка, у которой 
открыты нечетные зоны. 

Еще больший эффект дает фазовая зонная пластинка, у которой вторич-
ные волны от всех точек волновой поверхности приходят в рассматриваемую 
точку в одинаковых фазах. По сравнению с амплитудной, фазовая зонная пла-
стинка увеличивает интенсивность света в четыре раза. 

С помощью зонной пластинки можно определить длину световой волны. 
Ее используют также для фокусировки лучей в рентгеновских микроскопах. 

§ 144. Дифракция на одиночном отверстии и экране 

Сферическая волна от точечного ис-
точника света S проходит через отвер-
стие диафрагмы радиусом k  (рис. 4.27).  

Результирующая амплитуда колеба-
ний в точке Р будет зависеть от числа зон 
k , прошедших через отверстие. 

Из треугольника АСР запишем: 

2 2 2
0( )k k kr r h      

2 2 2
0 02k k kr r r h h    . 

Так как 0kh r , то 2 0kh   и 

2 2 2
0 02k k kr r r h    . (4.43) 

Возведем в квадрат левую и правую части уравнения (4.37): 

2
2 2 2 2

0 0 0( ) 2
2 2 4kr r k r r k k
  

     . (4.44) 

Рис.	4.26	

Рис. 4.27 
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Поскольку 2 2 4 0k   , то из (4.44) получим 

2 2
0 0kr r r k  . (4.45) 

Из уравнений (4.40) и (4.45) определим высоту сферического сегмента: 

0

02( )k

r k
h

R r





. (4.46) 

Подставив выражения (4.45) и (4.46) в (4.43), найдем число зон, уклады-
вающихся на площади отверстия диафрагмы: 

2
0

0

( )k R r
k

r R





 . (4.47) 

Если число зон окажется нечетным, то согласно уравнению (4.42) в точке 
Р наблюдается максимум освещенности. Самая наибольшая освещенность 
будет, когда диафрагма открывает только одну первую зону Френеля. Если 
отверстие открывает четное число зон, то в точке Р наблюдается минимум 
освещенности. Самая минимальная освещенность в точке Р будет в том слу-
чае, когда отверстие диафрагмы открывает лишь две первые зоны Френеля.  

Вокруг точки Р на экране образуются чередующиеся светлые и темные 
кольца. Интенсивность светлых колец убывает при удалении от центра. При 
освещении диафрагмы белым светом кольца имеют радужную окраску. 

 

 
 
Рассмотрим случай, когда между источником света S и экраном Э распо-

ложен круглый непрозрачный диск, закрывающий часть волнового фронта 
(рис. 4.28,а). Пусть диск перекрывает k  первых зон Френеля. Амплитуда ре-
зультирующего колебания в точке Р равна 

/ 2r 

Рис. 4.28

r

2 / 2r 

S
P
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1 1 3 1
1 2 3 2... ...

2 2 2 2
k k k k

k k k k

А А А А
А А А А А   

   
           
 

, 

так как выражения, заключенные в скобки, равняются нулю. Таким образом, в 
точке Р вопреки «здравому смыслу» (за непрозрачной пластиной должна рас-
полагаться тень) всегда наблюдается светлое пятно (см. рис. 4.28,б). Его на-
зывают пятном Пуассона. Вокруг точки Р располагаются чередующиеся кон-
центрические окружности минимумов и максимумов интенсивности. При 
наблюдении в белом свете эти окружности имеют радужную окраску. 

§ 145. Графическое построение амплитуды 

Результирующую амплитуду в точке Р (рис. 4.25)  можно найти методом 
графического сложения амплитуд. В этом простом и наглядном методе всю 
волновую поверхность мысленно разбивают на узкие кольцевые зоны, одина-
ковые по площадям, аналогично зонам Френеля, но гораздо меньших разме-
ров. Амплитуду колебаний, создаваемую каждой из этих зон, изобразим век-
тором  аሬԦ, длина которого численно равна амплитуде, а угол, составляемый 
этим вектором с горизонтальной осью ох, равен начальной фазе колебаний: 
x=acos(ωt+φ) (см. рис. 1.36). Возмущения, приходящие в точку Р  из соседних 
зон, характеризуются примерно одинаковыми амплитудами, но несколько 
различными по фазе. Вследствие увеличения расстояний  r  от элемента по-
верхности до точки Р, амплитуда колебаний, создаваемых следующей узкой 
кольцевой зоной, будет убывать по модулю и отставать по фазе от колебаний, 
создаваемых предыдущей зоной. Изобразив отставание по фазе поворотом 
каждого вектора аሬԦ против часовой стрелки на соответствующий угол, полу-
чим цепочку векторов, векторной суммой которых является результирующая 
амплитуда колебаний в точке Р. На рис. 4.29,а показан результат действий 
первой зоны Френеля А1. Здесь фазы колебаний в точках 0 и 1  отличаются на  
π. Поэтому вектор А1 , проведенный из точки 0 к 1, будет графически пред-
ставлять амплитуду от первой зоны Френеля. Поскольку амплитуды соседних 
зон незначительно отличаются друг от друга, то конец последнего вектора не  

 

 

а)  б)  в) г)

Рис. 4.29 
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совпадает с началом первого (рис. 4.29,б). Полу-
чается спиралевидная ломаная кривая, которую 
назвали спиралью Френеля. Продолжая построе-
ние векторной диаграммы, получим результи-
рующую амплитуду колебаний в точке Р от пер-
вых двух зон Френеля А2 (рис.4.29,б), затем от 
первых трех зон Френеля А3 (рис.4.29,в) и от 
всего волнового фронта Аs (рис.4.29,г). 

Рассматривая задачу о дифракции света от 
прямолинейного края непрозрачной полуплоско-
сти, Френель воспользовался принципом Гюйген-
са-Френеля, записал и решил аналитически так называемые интегралы Френе-
ля. Анализируя решение задачи, данное Френелем, Корню применил метод век-
торной диаграммы и получил спираль, изображенную на рис.4.30, названную 
спиралью Корню. Эта спираль состоит из двух симметричных ветвей, закручи-
вающихся  вокруг фокусов  F1 и F2. Ветвь спирали ОF1, выражающая действие 
левой половины волнового фронта, состоит из участков, параллельных соответ-
ствующим участкам ветви ОF2, изображающим действие правой половины 
фронта волны. Спираль Корню позволяет количественно решать задачи о ди-
фракции на препятствиях, ограниченных прямолинейными краями. Амплитуда 
колебаний, обусловленная какой-либо частью фронта волны, выражается век-
тором, замыкающим участок спирали, соответствующий данной части фронта 
волны. Действие всего волнового фронта, не закрытого препятствием, изобра-
зится вектором F1F2, соединяющим концы спирали. 

§ 146. Дифракция на одиночной щели 

На одиночную щель шириной b  (рис. 4.31) падает по нормали к ней 
плоская монохроматическая световая 
волна. AB – фронт падающей волны. За 
щелью расположена собирающая линза 
L. Лучи, падающие на линзу парал-
лельно, собираются ею, и на экране Э 
наблюдается явление интерференции. 
AC – новый фронт волны для лучей, 
отклоненных на угол   (угол дифрак-

ции). Лучи, идущие параллельно глав-
ной оптической оси линзы, собираются 
в фокусе линзы F и образуют максимум 
света, так как они проходят одинаковые 
оптические пути и в точку F приходят в 
одинаковой фазе. Лучи, отклоненные 

Рис. 4.31 
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Рис. 4.30 
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щелью на угол  , проходят различные оптические пути и имеют оптическую 

разность хода 

sinBC b   . 

Эти лучи интерферируют в точке P. По методу зон Френеля разобьем 
волновую поверхность AB на зоны. Для этого расстояние BC поделим на от-
резки, равные / 2 , и проведем пунктиром прямые, параллельные AC. Опре-
делим число зон Френеля k , укладывающихся на щели: 

sin

2 2

BC b
k


 

  . 

Если на волновой поверхности АВ укладывается четное число зон, то в 
точке Р наблюдается минимум интенсивности: 

sin
2

2

b
k




  , 

где 1,2,3,...k   – порядок дифракционных минимумов. 
Отсюда получаем условие минимумов: 

sinb k   . (4.48) 
Если 

 sin
2 1

2

b
k




   , 

то в точке P наблюдается максимум интенсивности, т. е. 

sin (2 1)
2

b k
    , 

это условие максимумов. 
Таким образом, в монохроматическом свете на экране в центре (точка F) 

образуется нулевой максимум интенсивности, а от него влево и вправо чере-
дуются максимумы и минимумы первого, второго, третьего и т. д. порядков. 
При наблюдении в белом свете максимумы будут иметь вид дифракционных 
спектров, обращенных фиолетовой стороной к центру, кроме нулевого мак-
симума, который останется белым. 

§ 147. Дифракционная решетка 

Дифракционная решетка – оптический прибор, представляющий собой 
пластинку, состоящую из большого числа одинаковых по ширине и парал-
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лельных друг другу щелей, разделен-
ных непрозрачными промежутками 
(рис.4.32). Величина 

d = a + b 

называется периодом (постоянной) 
дифракционной решетки. Здесь b – 
ширина щели, a – ширина непрозрач-
ного промежутка (штриха). 

Современная дифракционная ре-
шетка может иметь число штрихов 
N0 = 5000 (и более) на 1 мм, а период 
d = 10–3 м/5000 = 0,2 мкм. 

Пусть на дифракционную решет-
ку нормально падает параллельный 
пучок монохроматического света. Для наблюдения дифракционной картины 
за решеткой ставится линза L, в фокальной плоскости которой располагается 
экран Э. На экране интерферируют лучи от разных щелей. Так как щели нахо-
дятся на одинаковых расстояниях друг от друга, то оптические разности хода 
лучей от двух соседних щелей для данного направления   одинаковы в пре-
делах всей дифракционной решетки:  

( )sin sina b d     . 

Прежние минимумы интенсивности будут наблюдаться в направлениях, 
определяемых условием (4.48): 

sinb k   , 
где k = 1, 2, 3, ... 

Это условие главных минимумов дифракционной решетки. 
Освещенность от одной щели усиливается действием другой, если  

sin 2
2

d k k
     , (4.49) 

где k = 0, 1, 2, 3, ... 
Это условие главных максимумов. 
Если дифракционная решетка имеет N щелей, то между двумя главными 

максимумами располагается (N – 1) дополнительных минимумов, разделен-
ных слабыми по интенсивности вторичными максимумами. Условие допол-
нительных минимумов: 

sin
m

d
N

   , 

где        1,2,3,..., 1 , 1 ,..., 2 1 , 2 1m N N N N      и т. д. 

Рис. 4.32 
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При наблюдении в белом свете максимумы первого, второго и т. д. по-
рядков, кроме нулевого, имеют вид дифракционных спектров, обращенных 
фиолетовой частью к центру. 

Дифракционная решетка  как спектральный прибор характеризуется раз-
решающей способностью и угловой дисперсией. Согласно критерию Рэлея 
две спектральных линии с длиной волн 1 и 2 разрешаются (т. е. наблюдают-
ся как отдельные линии), если главный максимум одной длины волны совпа-
дает с ближайшим минимумом второй. Из этого критерия определяется раз-
решающая способность R дифракционной решетки: 

1

1 2

R kN


 
 


. 

Для увеличения R следует увеличить число штрихов N либо порядок ди-
фракционного спектра k. 

Угловая дисперсия D определяется шириной спектра: 

d
D

d




 . 

Дифференцируя условие главных максимумов (4.34) по , для угловой 
дисперсии получим 

cos

k
D

d 
 . 

Чем выше порядок спектра k, тем больше угловая дисперсия. 

§ 148. Дифракция на пространственной решетке 

Для наблюдения дифракции рентгеновских лучей Лауэ1 использовал 
кристаллы, в которых атомы или ионы располагаются в определенном поряд-
ке, образуя трехмерную пространственную решетку. Постоянная такой ре-
шетки порядка 10–10 м, что соизмеримо с длиной волны   (10–10 – 10–12) 
рентгеновского излучения. 

Дифракция рентгеновских лучей возникает при отражении волн от сис-
тем параллельных плоскостей, в которых располагаются узлы кристалличе-
ской решетки. Отраженные вторичные волны когерентны и интерферируют 
между собой.  

Пусть монохроматический пучок параллельных рентгеновских лучей па-
дает на кристалл под углом скольжения   (рис. 4.33). Вторичные волны, от-

                                                            
1 Макс фон Лауэ (1879–1960) – немецкий физик. 
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ражаясь от слоев 1 и 2 кристаллической ре-
шетки, приобретают оптическую разность 
хода:  

2 sinBD DC d    . 

Если отраженные волны находятся в 
одинаковой фазе, то при наложении их на-
блюдаются максимумы интенсивности 

2 sind k  , (4.50) 

где k = 1, 2, 3, ... 
Уравнение (4.50) называется формулой Вульфа1–Брэггов2, которая ис-

пользуется при рентгеноструктурном анализе: по известным значениям  , k  
и   определяется структура вещества (межплоскостное расстояние d ). 

§ 149. Физические принципы голографии 

Голография – это метод записи и восстановления световых волн. На 
обычной фотографии записывается распределение амплитуды в волне, а на 
голограмме – амплитуды и фазы. 

На примере простейшего предмета – точки рассмотрим механизм полу-
чения голограммы и восстановление ее изображения по схеме, предложенной 
американскими физиками Э. Лейтом и Ю. Упатниексом. 

Светящаяся точка S (рис. 4.34), распо-
ложенная на расстоянии a от фотопластинки 
Ф, испускает сферическую световую волну. 
На фотопластинку падает также опорная пло-
ская волна, изображенная на рис. 4.34 парал-
лельными лучами. Если волны когерентны, то 
на пластинке образуется система интерфе-
ренционных полос. Для всех точек пластин-
ки, равноудаленных от ее центра, фазовые 
соотношения падающих волн одинаковы, по-
этому интерференционные полосы на фото-
пластинке будут иметь вид концентрических 

                                                            
1 Георгий Викторович Вульф (1863–1925) – российский кристаллограф. 
2 Уильям Генри Брэгг (1862–1942) – английский физик, 
  Уильям Лоренс Брэгг (1890–1971) – английский физик, сын У. Г. Брэгга. 

Рис. 4.33 

A

CB

D

d
   


1 1

2 2  
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окружностей (рис. 4.35,а). В центре разность хода волн равна нулю, а для 
произвольно взятого k-го кольца – k , поэтому радиус k -го кольца равен 

2 2 2 2 2( ) 2 ,kr a k a ak k        

где k  – целое число. 
Для достаточно больших k  из полученного выражения можно найти 

расстояние между соседними кольцами kr , считая k kr r  : 

௞ݎ߂								 ൌ
௔ఒାሺ఑ା

భ
మ
ఒమሻ

௥ഉ
.   (4.51) 

Таким образом, голограмма точки S представляет собой систему концен-
трических колец с радиусами, определяемыми уравнением (4.51). Такая сис-

тема называется зонной решеткой Френеля 
(рис.4.35, а). Распределение интенсивности в 
максимумах интерференционной картины сину-
соидальное (рис. 4.35, б). 

Рассмотрим восстановление изображения. 
Уберем светящуюся точку S, а ее голограмму 
поместим на то место, где она экспонировалась, 
и осветим голограмму той самой плоской свето-
вой волной, которая использовалась при ее запи-
си. 

Каждый малый участок зонной решетки 
Френеля можно рассматривать как дифракцион-
ную решетку с синусоидальным распределением 

прозрачности. При дифракции на ней образуются три пучка: пучок нулевого 
порядка (продолжение падающего); два пучка первого порядка, распростра-
няющиеся под углами, удовлетворяющими условию: 

sin
kr

  


. 

Рассмотрим луч света, падающий на голограмму на расстоянии kr  от ее 

оси (рис. 4.36). Лучи первого порядка отклоняются на углы k . Эти лучи 

(или их продолжения) пересекут ось голограммы на расстоянии x  от ее по-
верхности. Из рис. 4.36 следует, что 

x=ݎ௞ctg߮௞ ൌ ఑ටݎ
ଵିୱ୧୬మఝк
ୱ୧୬ఝೖ

. 

Рис. 4.35 
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Учитывая, что sin k
k

k

r

r a k




 
 

, получим 

2 2 2 22 kx a ak k r     . 

Подставив в данное выражение значение 2
kr  из формулы (4.51), придем 

к равенству: x a . 
Таким образом, расстояние, на котором лучи плюс первого и минус пер-

вого порядков пересекают ось голограммы, одинаково для лучей, дифрагиро-
ванных всеми участками голограммы. 

Итак, при прохождении плоской волны через голограмму точки образу-
ются две сферические волны (рис. 4.37), одна из которых имеет выпуклый, а 
другая – вогнутый фронт. Центр выпуклой волны находится в точке S, распо-
ложенной на расстоянии а от голограммы, т. е. в том месте, где помещалась 
точка при голографировании. Вогнутая волна сходится в точке S , которая 
также находится на расстоянии а от голограммы. Кроме волны первого по-
рядка, образующей мнимое и действительное изображения точки, из голо-
граммы выходит еще плоская волна, соответствующая нулевому порядку. 

Поскольку предметы состоят из большого числа точек, то результаты, 
полученные для точки, можно распространить на любые предметы. В этом 
случае голограмму следует рассматривать как наложение зонных решеток, 
образованных каждой точкой предмета.  

Рассмотрим процесс записи и восстановления изображения трехмерного 
предмета. 

Рис. 4.36

S

SkI

kr

x

k
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Рис. 4.37 
 
С помощью линз 2 и 4 (рис. 4.38) расширяется и коллимируется пучок 

лазера 1. Одна часть пучка служит для освещения диффузно рассеивающего 
предмета 6 (предметная волна), другая, отражаясь от вспомогательного плос-
кого зеркала 5, падает в виде плоской волны на фотопластинку 7 (опорная 
волна). 

 

Рис. 4.38 

 

Зарегистрированная на фотопластинке сложная интерференционная кар-
тина несет амплитудную и фазовую информацию от каждой точки объекта, 
освещенной лучом лазера. Если полученную голограмму осветить параллель-
ным пучком лазера, падающим под тем же углом, под каким падала на пла-
стинку опорная волна в момент фотографирования (рис. 4.39), то большая 
часть света пройдет без отклонения в направлении максимума нулевого по-
рядка, а часть света отклонится в направлении максимумов первого порядка. 
Нижний отклоненный пучок света является репродукцией волны, которая 
падала от объекта 6 на пластину. Глаз, расположенный на пути распро-
странения этого волнового фронта, увидит за голограммой мнимое 
изображение объекта. Оно идентично объекту и расположено там, где 
находился объект. Восстановленное изображение трехмерно. 
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Верхний отклонен-
ный пучок образует волну, 
подобную предметной, но 
фазы в ней имеют проти-
воположные знаки. Эта 
волна образует действи-
тельное изображение, ко-
торое является зеркальным 
изображением объекта. 

Голограмма не имеет 
точечного соответствия, 
характерного для фото-
графии. В фотографии каждой точке объекта соответствует точка на негативе. 
В голографии каждая точка объекта регистрируется на всей голограмме. 

Любой участок голограммы несет информацию обо всем объекте, даже 
участок размером в одну–две длины волны, т. е. порядка одного квадратного 
микрона. Поскольку в восстановлении изображения основную роль играет 
дифракция, то четкость восстановления картины, так же, как четкость ди-
фракционных максимумов, получаемых от дифракционной решетки и харак-
теризуемых разрешающей способностью решетки, определяется числом ди-
фрагируемых элементов. 

Разрешающая способность дифракционной решетки R kN , где k  – по-
рядок спектра (в нашем случае 1k  ); N  – число щелей решетки (в нашем 
случае число дифрагируемых элементов). Чем больше размер голограммы, 
тем четче, без искажений, будет передано изображение объекта. 

Можно получить увеличенное и уменьшенное изображение объекта пу-
тем изменения длины опорной волны при восстановлении или путем увеличе-
ния или уменьшения голограммы. 

В 1969 г. Ю. Н. Денисюк1 предложил метод объемного голографирова-
ния в толстых фотографических слоях. Одна из схем получения объемной 
голограммы показана на рис. 4.40. 

Опорная волна от лазера Л, пройдя через полупрозрачное зеркало П, рас-
сеивается объектом О и попадает на толстослойную фотоэмульсию пластинки 
Ф. С противоположной стороны на пластинку 
падает волна, отраженная от плоского зеркала 
З. В эмульсионном слое образуются стоячие 
волны с расстоянием между пучностями, рав-
ном половине длины волны. При наклонном 
падении лучей (под углом   к фотопластинке) 
расстояние между пучностями d увеличивается 

                                                            
1 Юрий Николаевич Денисюк (1927-2006) – российский физик. 

Рис. 4.39

 


Действительное 
изображение 

Мнимое
изображение

1A 2A 3A

Рис. 4.40 
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и определяется из соотношения 
2sin

d



 . Изображение предмета может 

быть восстановлено как при помощи такого же опорного луча лазера, так и 
при помощи обычной лампы накаливания Л (рис. 4.41). 

Действительно, свет будет усиливаться вследствие 
интерференции отраженных лучей от различных плос-
костей только тогда, когда выполняется условие интер-
ференционных максимумов. А это условие может вы-
полняться только для лучей той же длины волны, что и 
были взяты при получении голограммы Г, т. е. для дли-
ны волны лазера. Остальные лучи, испускаемые лампой 
накаливания, для которых условие максимумов не вы-
полняется, будут взаимно погашены. 

При рассматривании голограммы при помощи гла-
за (рис. 4.41) появится мнимое изображение предмета О на том месте, где он 
находился ранее при голографировании. Однако изображение будет одно-
цветным в лучах лазерного источника. Чтобы получить цветное изображение 
предмета, необходимо получить голограмму в трех цветах от трех лазеров, 
сочетание излучений которых дает белый свет. В этом случае на голограмме 
образуются три семейства плоскостей. Соотношение интенсивностей лучей 
лазера должно соответствовать реальному соотношению цветов. 

Возможные применения голограммы разнообразны: запись и хранение 
информации, ЭВМ с голографической памятью, голографическое кино и те-
левидение, голографический электронный микроскоп, голографическая ин-
терферометрия в радиолокационных системах и т. д. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 68. Расстояние от источника S  монохроматического света с дли-
ной волны 0,50 мкм   до экрана Э равно 3 м. Как изменится интенсив-
ность света в точке P, если между экраном и источником поставить диафраг-
му D с круглым отверстием радиуса 1,0 ммr   на расстоянии 0 2,0 мr   от 
экрана (см. рисунок к задаче)? 

 
Решение. Согласно методу зон Френеля в отсутствие 
диафрагмы амплитуда результирующего колебания A  в 
точке P равна амплитуде первой зоны Френеля, т. е. 

1

2

А
A  . 

Интенсивность света 0I  пропорциональна квадрату 

амплитуды, т. е. в нашем случае 

Дано: 
60,5 10 м    

0 3 мR r   

0 2,0 мr   
310 мr   

0

I

I
= ? 

Рис. 4.41 
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2
1

0 ~
4

А
I .  (1) 

При постановке диафрагмы в точке P будет светлое или темное пятно в 
зависимости от числа зон Френеля, укладывающихся на поверхности волно-
вого фронта, ограниченного отверстием диафрагмы. Четному числу зон соот-
ветствует темное пятно, а нечетному – светлое. Используя формулу (4.46), 
найдем число зон k , проходящих через отверстие, полагая kr  : 

2
0

0

( )
;

r R r
k

Rr 


    
6 2

6

10 м 3 м
3

1 м 2 м 0,5 10 м
k






 

  
. 

Таким образом, при постановке диафрагмы D на пути распространения 
световой волны (см. рисунок) в точке P будет светлое пятно. 

 

 
 
Так как r R  и 0r r , то можно считать, что колебания, приходящие 

в точку P от каждой из трех зон Френеля, будут иметь одинаковые амплиту-
ды. Колебания от двух соседних зон приходят в противофазе и гасят друг дру-
га. Амплитуда результирующего колебания A  в данном случае будет равна 
амплитуде одной зоны Френеля, например первой, т. е. 1A А . Интенсив-

ность света при этом 

2
1~I А . (2) 

Из уравнений (1) и (2) найдем отношение интенсивностей: 

2
2 1

1
0

4
4

АI
А

I
  . 

Ответ: с диафрагмой интенсивность света увеличится в 4 раза. 

Рис. к задаче 68 

0r

k

R

S

D

Э

Р 
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Задача 69. Какое число штрихов нанесено на 1мм  дифракционной ре-

шетки, если красная линия ( 0,7 мкм  ) в спектре третьего порядка наблю-

дается под углом 57 12   ? Свет падает на решетку нормально. 

 
Решение. Запишем условие получения главных макси-
мумов (4.49 ): 

sind k     ( 0,1, 2,3,...)k  , 

так как 
1

d
N

 , то получим 

1
sin ,k

N
     

sin
N

k




 , 

3

6

sin 57 12 10 м
400

3 0,7 10 м
N





 
 

 
. 

Ответ: 400N  . 
 

  

Дано: 
60,7 10 м    

3k   
57 12    

N = ? 
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Глава 23 
ПОЛЯРИЗАЦИЯ СВЕТА 

§ 150. Естественный и поляризованный свет 

Согласно теории Максвелла свет представляет собой поперечные волны 
(рис. 4.42,а). 

На рис. 4.42,б, в рассматриваются только колебания светового вектора, 
т. е. вектора напряженности электрического поля E


. В естественном свете 

(рис. 4.42,б) векторы E


 имеют разные направления, оставаясь перпендику-
лярными вектору скорости c


. Это объясняется тем, что источники естествен-

ного света S представляют собой совокупность огромного числа элементар-
ных источников (атомов и молекул), испускающих свет независимо друг от 

друга с разными фазами и с различной ориентацией векторов E


 и H


. 
 

 
 
Некоторые кристаллы могут ослабить или совсем устранить колебания 

вектора E


 какого-нибудь направления. Если колебания вектора E


 соверша-
ются в одной фиксированной плоскости, проходящей через луч (рис. 4.42,а,в), 
то такой свет называется плоскополяризованным или линейно-поляризо-
ванным. Поляризация света – это упорядоченность в ориентации векторов 

напряженностей электрического E


 и магнитного H


 полей световой волны в 
плоскости, перпендикулярной световому лучу. 

Плоскость Р, в которой колеблется световой вектор E


 в плоскополяри-
зованной волне, называется плоскостью колебаний. Перпендикулярная к Р 

Рис. 4.42
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плоскость Q, в которой колеблется вектор ,


H  называется плоскостью поляри-
зации. 

Возможна поляризация, в результате которой световой вектор E


 пово-
рачивается вокруг луча, а конец вектора описывает в пространстве эллипс. В 
этом случае свет называется эллиптически поляризованным. Если конец век-

тора E


 описывает в пространстве окружность, то свет называется поляризо-
ванным по кругу или циркулярно-поляризованным. Поляризация по кругу и 
линейная поляризация являются частными случаями эллиптической поляри-
зации света. 

Рассмотрим сложение двух линейно-поляризованных электрических ко-
лебаний, имеющих  одинаковую циклическую частоту   и постоянную раз-
ность фаз, происходящих во взаимно перпендикулярных направлениях: 

 
 

1

2

cos ,

cos .

X OX

Y OY

E E t

E E t

 

 

 

 
 (4.52) 

Исключив из системы уравнений (4.52) t , получим колебания, описы-
ваемые уравнением 

2 2
2

2 1 2 12 2
2 cos( ) sin ( )X Y X Y

OX OY OX OY

E E E E

E E E E
        . (4.53) 

Если разность фаз 2 1 2
k

         
 

, где 0, 1, 2,...k    , то 

 2 1cos 0   , а  2 1sin 1     и уравнение (4.53) примет вид 

                         

2 2

2 2
1X Y

OX OY

E E

E E
  .          (4.54) 

В общем случае, когда OX OYE E , 

выражение (4.54) является уравнением 
эллипса с центром в начале координат 
(рис. 4.43). При нечетном числе k вектор 

E


 вращается по ходу часовой стрелки 
(при четном k – наоборот) и световая 
волна распространяется в направлении 
оси Z. Это правая эллиптически поляри-
зованная волна. Когда k нечетное – левая 
эллиптически поляризованная волна. Рис. 4.43 

y

x0  

YE
 E



OYE  

OXEz

 ሬԦ௫ܧ



363 

Схематически эллиптически поляризованную волну 
для данного момента времени, когда OX OYE E , можно 

представить следующим образом: конец вектора E


 дви-
жется по винтовой линии, расположенной на наружной 
поверхности прямого цилиндра, поперечным сечением 

которого является эллипс. При этом вектор E


 перпенди-
кулярен оси цилиндра, вдоль которой распространяется 
световой луч. 

При сложении двух волн одинаковой частоты и ам-
плитуды, но обладающих левой и правой круговыми по-
ляризациями, образуется линейно-поляризованная волна, 

так как результирующий вектор 1 2E E E 
  

 все время совпадает с вертикаль-

ной линией O–O (рис. 4.44). 

§ 151. Закон Малюса 

Устройства, позволяющие получать поляризованный свет, называются 
поляризаторами. Для обнаружения поляризованного света применяются ана-
лизаторы. Анализаторами могут служить те же устройства, которые являются 
поляризаторами. 

Пусть на поляризатор 1 (рис. 4.45) падает плоскополяризованный свет, 
имеющий амплитуду 0A  и интенсивность 0I . Через поляризатор проходит 

составляющая колебания с амплитудой 0 cosA A  , где   – угол между 

плоскостью колебаний светового вектора падающей волны и плоскостью по-
ляризатора (плоскость, свободно пропускающая колебания). Тогда 

2 2 2
0 cosA A  , но 2

1A I , а 2
0 0 ,A I  

и окончательно запишем: 

2
0 cosI I  . 

Получили закон Малюса1 для плоскополя-
ризованного света. 

Если пропускать естественный свет интен-
сивностью еI  через два поляризатора, плоскости 

которых расположены под углом φ друг к другу, 
то из первого поляризатора выйдет плоскополя-

                                                            
1 Этьенн Луи Малюс (1775–1812) – французский физик. 

Рис. 4.45 

I  
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ризованный свет с интенсивноcтью 0 е

1

2
I I , а из второго 2

0 cosI I  , т. е. 

интенсивность естественного света, прошедшего через два поляризатора, равна 

2
e

1
cos

2
I I  . (4.55) 

Из уравнения (4.55) следует, что максимальная интенсивность поляризо-

ванного света равна max е

1

2
I I , когда угол 0   (поляризаторы параллель-

ны), и минимальная интенсивность min 0I  , когда 90    (поляризаторы 

скрещены). Физическая величина 

max min

max min

I I
P

I I





 (4.56) 

называется степенью поляризации. Для естественного света max minI I  и 

0P  , для плоскополяризованного света min 0I   и 1P  . 

§ 152. Поляризация света при отражении 
и преломлении. Формулы Френеля 

Поляризация света происходит на границе двух диэлектриков. В общем 
случае отраженный луч частично поляризован, но при угле падения Бр ,i  удов-

летворяющем условию 

2
Бр

1

tg
n

i
n

 , (4.57) 

отраженный луч становится полностью поляризованным. Уравнение (4.57) 
называется законом Брюстера1, а угол падения луча Бр ,i  при котором отра-

женный луч полностью поляризован, называется углом Брюстера. Колебания 

вектора E


 в отраженном свете происходят перпендикулярно плоскости паде-
ния луча (на рис. 4.47 изображены точками). 

                                                            
1 Дейвид Брюстер (1781–1868) – шотландский физик. 
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Преломленный луч оказывается частич-

но поляризованным. Колебания вектора E


 в 
преломленном луче совершаются преимуще-
ственно параллельно плоскости падения (на 
рис. 4.46 изображены стрелками). 

Если вместо одной пластинки свет про-
пускать через систему одинаковых пластинок, 
расположенных друг за другом так, что на 
каждую пластинку свет падает под углом 
Брюстера, то на выходе можно получить 
практически полностью поляризованный 
свет. Такая система, набранная из стеклянных 
пластинок, называется стеклянной стопой. 

При падении луча под углом Брюстера 
отраженный и преломленный лучи взаимно 
перпендикулярны. 

Пусть на границу, разделяющую два од-
нородных диэлектрика, падает плоская элек-
тромагнитная волна. На поверхности раздела 
эта волна частично отражается в первую сре-
ду и частично преломляется, переходя во вто-
рую среду. Из электромагнитной теории Мак-

свелла и граничных условий для векторов E


 

и H


 (см. § 84) следует, что на границе разде-
ла двух сред с показателями преломления 

1 1n   и 2 2n   должны выполняться 

следующие соотношения: 1 2E E 
 

 и 1 2H H 
 

 (непрерывность тангенци-

альных компонент векторов напряженности электрического E


 и магнитного 

H


 полей); 1 1 2 2n nE E 
 

 и 1 2n nH H
 

 (непрерывность нормальных компонент 

векторов E


 и H


), где 1  и 2  – диэлектрические проницаемости первой и 

второй среды. В первой среде результирующее значение напряженности элек-
трического поля определяется суммой напряженностей падающей и отражен-
ной волн, а во второй – полем преломленной волны. 

Для нахождения соотношений между амплитудами и фазами волн при-

нято раскладывать вектор E


 на два взаимно перпендикулярных вектора, один 

из которых ( E


) колеблется в плоскости падения, а другой  ( E


) – перпенди-

кулярно этой плоскости (рис. 4.47): 

п п пE E E 

  
,   о о оE E E 

  
,   пр пр прE E E 

  
, 

 Рис. 4.46

2

Брi

1n

2n
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где индексы п, о, пр – относятся к падающей, отраженной и преломленной 
волнам соответственно. 

Из рис. 4.47 следует, что 

п п cosxE E i  ,   о о cosxE E i   , 

п п
yE E ,    о о

yE E , 

п п sinzE E i   ,   о о sinzE E i   . 

(4.58) 

Компоненты, перпендикулярные плоскости чертежа, на рис. 4.47 условно 
обозначены кружками. Положительные направления -составляющей показа-
ны отрезками, а  -составляющие направлены от наблюдателя за чертеж. От-

сюда следует, что компоненты nE , 0E  и прE , а также пE  и прE  совпадают 

по фазе, если их знаки одинаковы, и противоположны по фазе, когда имеют 
разные знаки. Компоненты пE  и оE  совпадают по фазе, когда их знаки раз-

личны, и противоположны по фазе, когда их знаки одинаковы. 
Запишем граничные условия в виде 

п о пр
y y yE E E  ,   п о пр

x x xH H H  ,   п о пр
y y yH H H  . 

Тогда получим 
п о пр( )cos cosE E i E r    , 

п о прE E E    , 

п о пр
1 2( ) cos cosE E i E r     , 

п о пр
1 2( )E E E     . 

(4.59) 

Решая систему уравнений (4.59) относительно оE , оE , прE  и прE , полу-

чим формулы Френеля: 

о п tg( )

tg( )

i r
E E

i r




  ;    пр п 2sin cos

sin( )cos( )

r i
E E

i r i r


   ; 

о п sin( )

sin( )

i r
E E

i r 


 


;    пр п 2sin cos

sin( )

r i
E E

i r 


. 

(4.60) 
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Если сумма углов  
2

i r


  , то из формул Френеля  следует, что 

 tg i r    и о 0E  . Это значит, что в отраженной волне вектор E


 колеб-

лется только в направлении, перпендикулярном плоскости падения. Отражен-
ная волна оказывается линейно-поляризованной, а угол падения i  является 
углом Брюстера. 

Как следует из формул Френеля, знаки пE  и прE , пE  и прE  совпадают. 

Это значит, что при преломлении фаза волны не меняется. Что касается от-
раженной волны, то при 1 2n n  для E  наблюдается изменение фазы на  ; 

для компоненты E  такое изменение фазы происходит только при углах па-

дения больше Брi . Если 1 2n n , то изменение фазы в отраженной волне не 

происходит. 
Поскольку интенсивность света пропорциональна 2E , то из формул 

Френеля можно получить распределение интенсивностей. Отношение интен-
сивностей отраженной оI  и падающей пI  волн называется коэффициентом 
отражения  . Так, для коэффициентов отражения линейно-поляризованного 

света получили формулы: 

о 2

п 2

sin ( )

sin ( )

I i r

I i r
 





 


, 

о 2

п 2

( )

( )

I tg i r

I tg i r
 

 







. (4.61) 

Для уменьшения коэффициента отражения применяется эффективный 
метод просветления оптических систем, описанный в §141.  

Классическая электромагнитная теория Максвелла позволяет объяснить 
механизм поляризации света при отражении и преломлении. Под действием 
световой волны оптические электроны атомов диэлектрика совершают выну-
жденные колебания, которые излучают вторичные электромагнитные волны. 
Вторичные волны, накладываясь друг на друга, образуют отраженную волну 
вне диэлектрика и, складываясь с падающей волной, – преломленную волну 
внутри диэлектрика. 

Если колебания отдельного электрона разложить на составляющие – па-
раллельную и перпендикулярную плоскости падения, то каждой из этих ком-
понент соответствует  плоскополяризованная вторичная волна.  

Под действием падающей электромагнитной волны электрон излучает в 
основном в направлении, перпендикулярном направлению колебаний, образуя 
лепесток направленности излучений. Интенсивность вторичной волны с плос-
костью колебаний, перпендикулярной плоскости падения, намного превышает 
интенсивность колебаний другого направления. Поэтому отраженный луч 
оказывается частично поляризованным. При угле падения, равном углу Брю-
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Рис. 4.49 

OO



 

стера, интенсивность вторичной волны соответствующего направления 
уменьшается до нуля и отраженный луч полностью поляризуется. 

§ 153. Двойное лучепреломление. Поляризационные призмы 

Анизотропными называются вещества, свойства которых различны в 
разных направлениях. Анизотропные кристаллы (исландский шпат, кварц и 
др.) обладают двойным лучепреломлением. Если на кристалл исландского 
шпата, представляющий по форме ромбоэдр, направить луч естественного 
света, то он разделяется в кристалле на два луча, распространяющихся с раз-
ными скоростями. Это явление получило название двойного лучепреломления. 

Луч о (рис. 4.48) распространяется во всех направлениях кристалла с 
одинаковой скоростью, имеет постоянный показатель преломления оn  и под-

чиняется законам преломления, поэтому 
называется обыкновенным лучом. Дру-
гой луч e не подчиняется законам пре-
ломления, скорость его различна в раз-
ных направлениях и показатель 
преломления еn  зависит от направления 

распространения луча в кристалле. Этот 
луч называется необыкновенным.  

В кристалле существуют направления, вдоль которых скорости распро-
странения обыкновенного и необыкновенного лучей одинаковы, т. е. двойное 
лучепреломление не наблюдается. Такие направления называются оптиче-
скими осями кристалла. Плоскость, содержащая оптическую ось и данный 
луч, называется главным сечением кристалла.Кристаллы, обладающие двой-
ным лучепреломлением, делятся на одноосные и двуосные. У двуосных кри-
сталлов (слюда, гипс), в отличие от одноосных, оба луча необыкновенные. 
Мы будем рассматривать только одноосные кристаллы.В кристалле, в кото-
ром наблюдается двойное лучепреломление, диэлектрическая проницаемость 

  зависит от ориентации светового вектора E


. Значения   в направлении 
оптической оси II ,  и в направлениях, перпендикулярных оптической оси   

для одноосных кристаллов различны. Распределения   и   образуют эл-

липсоид вращения (рис. 4.49).Так как показатель преломления n  , то 

скорость световой волны v
c

n
  в кристалле зави-

сит от направлений колебаний вектора E


. Двой-
ное лучепреломление можно объяснить, используя 
принцип Гюйгенса. Пусть пучок естественного 
света  падает  под  углом  i  на   грань  одноосного  
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кристалла (рис. 4.50). Допустим, что в 
данный момент времени фронт падаю-
щей волны занимает положение АС, дос-
тигая кристалла. При различных углах 
падения i  лучи, преломленные в кри-
сталле, распространяются по всем на-
правлениям. Скорость обыкновенной 
волны не зависит от направления и к мо-
менту времени, когда фронт падающей 
волны достигнет точки B, фронт вторич-
ной волны образует полусферу с центром 
в точке A. Касательная ДВ к полусфере 
является фронтом преломленной обыкно-
венной волны. Фронт вторичной необык-
новенной волны имеет форму эллипса, и 
касательная PB является фронтом преломленной необыкновенной волны. Пре-
ломленный обыкновенный луч проходит через точку M, а необыкновенный 
через N. Точки M и N лежат на разных лучах, таким образом, в кристалле про-
исходит разделение падающего луча 1 на два: обыкновенный (о-луч) и необык-
новенный (е-луч).Обыкновенный и необыкновенный лучи полностью поляри-
зованы во взаимно перпендикулярных плоскостях. Направление колебаний 
светового вектора в о-лучах перпендикулярно главному сечению кристалла, а в 

е-лучах колебания вектора E


 лежат в плоскости главного сечения. 
Из анизотропных кристаллов изготовляют поляризаторы света. Для 

этого иногда используется один из линейно-поляризованных лучей, а другой 
луч удаляется. Примером могут служить призмы Николя, Глана–Фуко, Вол-
ластона. 

Призма Николя1 (николь) представляет собой параллелепипед (рис. 4.51), 
вырезанный из кристалла исландского шпата, разрезанный по диагонали на 
две части и склеенный канадским бальзамом. 

Для исландского шпата о 1,6584n  , е 1,4864n  , для канадского бальза-

ма 1,550n   (данные приведены для желтой линии натрия 589,3 нм  ). При 

определенном угле падения лучей на 
призму обеспечивается полное отраже-
ние о-луча на границе с канадским 
бальзамом. Отраженный луч поглоща-
ется зачерненной боковой гранью приз-
мы или выводится из кристалла. На вы-
ходе из призмы получается линейно-
поляризованный е-луч. 

                                                            
1 Уильям Николь (1768–1851) – шотландский ученый. 

Рис. 4.51 

 
Рис. 4.50 
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Призма Глана–Фуко1 состоит из двух прямоугольных призм (рис. 4.52,а), 
изготовленных из исландского шпата и разделенных воздушным промежут-
ком. Оптические оси прямоугольных призм параллельны. Падающий луч де-
лится призмой на обыкновенный и необыкновенный лучи. Обыкновенный луч 
претерпевает полное отражение и выводится из системы, а необыкновенный 
луч проходит через обе призмы. 

 

 
 

Призма Волластона2 состоит из двух призм, изготовленных из исланд-
ского шпата, со взаимно перпендикулярными оптическими осями 
(рис. 4.52,б). Призмы склеены по гипотенузам АС. В призме АВС лучи о и е 
распространяются по направлению падающего луча. Оптические оси призм 
АВС и АСD взаимно перпендикулярны, поэтому о-луч первой призмы стано-
вится е-лучом  во второй, и наоборот. Из призмы выходят два расходящихся 
луча, которые ортогонально поляризованы. Угол расхождения лучей 

 10 20    . 

Некоторые анизотропные кристаллы (турмалин, герапатит и т. д.) наряду 
с двойным лучепреломлением обладают дихроизмом – способностью погло-
щать один из лучей значительно сильнее, чем другой. Такие кристаллы при-
меняются для изготовления поляризаторов. Кристаллики герапатита, вкрап-
ленные в целлулоидную пленку, используются для устройства поляроидов, 
применяемых в качестве поляризаторов (анализаторов) света. 

§ 154. Искусственная оптическая анизотропия 

В изотропных веществах может наблюдаться двойное лучепреломление 
под влиянием внешних воздействий: при механической деформации или под 
действием электрического поля. Пластинка 1, изготовленная из плексигласа, 

                                                            
1 Жан Бернар Фуко (1819–1868) – французский физик. 
2 У. Волластон (1766–1828) – английский физик. 

Рис. 4.52
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помещается между скрещенными николями, один из которых является поля-
ризатором Р, а другой анализатором А (рис. 4.53). Если пластинка свободна от 
деформаций, то луч света через систему не проходит. При сжатии (или растя-
жении) пластинки в направлении ОО поле зрения просветляется. Пластинка 
приобретает свойства одноосного кристалла, оптическая ось которого совпа-
дает с направлением деформации.  

По разности показателей преломления обыкновенного и необыкновенно-
го лучей можно определить распределение механических напряжений σ в ис-
следуемой пластинке: 

о еn n k  , 

где k  – коэффициент 
пропорциональности. 

Если между двумя 
скрещенными николями 
поместить кювету с нит-
робензолом В и конденса-
тором С (рис. 4.54), то 
при подаче электрическо-
го заряда на пластины 
конденсатора поле зрения 
просветляется (жидкость 
приобретает свойства од-
ноосного кристалла с оп-
тической осью, направ-
ленной вдоль поля). Это 
явление получило назва-
ние эффекта Керра1, а 
кювета с жидкостью и 
конденсатором называет-
ся ячейкой Керра. Раз-
ность показателей преломления обыкновенного и необыкновенного лучей 
равна 

2
о еn n kE  , 

где Е – напряженность электрического поля; k – постоянная Керра. 
Ячейка Керра является практически безынерционным световым затвором 

(время срабатывания  13 1010 10 с   ) и используется при фото- и кино-

съемках быстропротекающих процессов, в схемах управления лазерами и т. д. 

                                                            
1 Джон Керр (1824–1907) – шотландский физик. 

 

Рис. 4.53 
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§ 155. Вращение плоскости поляризации 

Некоторые кристаллы (кварц, киноварь и т. д.), а также жидкости (ски-
пидар, никотин и др.) и водные растворы органических веществ (сахар, кисло-
ты и др.) способны вращать плоскость поляризации проходящего через них 
плоскополяризованного света. Такие вещества называются оптически актив-
ными. 

В кристаллах угол поворота плоскости поляризации: 

l  , 

где   – постоянная вращения; l  – путь света в кристалле. 
Наибольший угол поворота   наблюдается в случае, когда луч проходит 

вдоль оптической оси кристалла. 
В растворах угол   пропорционален концентрации вещества C: 

0Cl  , (4.62) 

где 0  – удельная постоянная вращения; l  – путь света в растворе. 

Оптически активные вещества в зависимости от направления вращения 
плоскости поляризации делятся на право- и левовращающие. 

Оптическая активность веществ обусловлена асимметрией строения их 
молекул. 

Согласно Френелю линейно-поляризованный  монохроматический свет 
при входе в оптически активное вещество разлагается на две волны, которые 
циркулярно поляризованы во взаимно противоположных направлениях 
(рис. 4.55) и имеют одинаковую частоту  . При этом вектор падающей вол-

ны E E E  
  

, а модули векторов связаны соотношени-

ем 2E E E  
  

. Если смотреть навстречу световому 

лучу, то вектор E


 вращается против, а E


 – по часовой 
стрелке и в любой момент времени симметричны относи-
тельно плоскости колебаний падающей волны O–O. Ско-
рости этих волн v  и v  в оптически активном веществе 
различны, поэтому при прохождении через вещество ме-
жду ними возникает  оптическая разность хода   и про-
исходит сдвиг фаз  : 

1 1
( )

v v
l n n lc         

, 

Рис. 4.55 

O  E


E


E


O  
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2 1 1

v v
l

 


       
, 

где l  – толщина слоя вещества; c  – скорость света в вакууме; n  и n  – по-
казатели преломлений световых волн. 

Когда скорость v v ,   на выходе из оптически активного вещества век-

тор E


 опережает по фазе вектор E


 на 0   и резуль-

тирующий вектор E


 колеблется в плоскости O–O, кото-
рая оказывается повернутой по часовой стрелке на угол 

2


 (рис. 4.56). Такое оптически активное вещество явля-

ется правовращающим. Если v v  , то 0   и веще-

ство будет левовращающим. Когда скорость v v ,   эф-
фекта не наблюдается, вещество не является оптически 
активным. 

Некоторые вещества, не являющиеся оптически ак-
тивными, приобретают свойство вращать плоскость поля-
ризации при помещении их в магнитное поле. Это явле-
ние получило название эффекта Фарадея. При этом угол 
поворота плоскости поляризации 

VHl  , 

где H  – напряженность магнитного поля; l  – путь света в веществе; V  – 
постоянная Верде (удельное магнитное вращение). 

Вращение плоскости поляризации обусловлено диамагнитным эффек-
том. При помещении вещества во внешнее магнитное поле возникает прецес-
сия электронных орбит, что приводит к вращательной анизотропии вещества. 
Возникновение анизотропии объясняется различием во взаимодействии с ве-

ществом циркулярно-поляризованных волн E


 и E


, так как направление 
вращения одного из векторов совпадает с прецессионным вращением, а дру-
гого – не совпадает. 

Уравнение (4.62) лежит в основе метода измерения концентрации рас-
творенных веществ (поляриметрия), который широко используется в медици-
не, биофизических исследованиях и в промышленности. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 70. Угол преломления луча в жидкости 35r   . Определить пока-
затель преломления жидкости, если отраженный луч полностью поляризован. 

Рис. 4.56 
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Решение. По условию задачи отраженный свет полно-
стью поляризован. Это происходит тогда, когда луч света 
падает на жидкость под углом Брюстера (4.57): 

2
Бр

1

tg
n

i
n

 . (1) 

Запишем закон преломления (4.3): 

Бр 2

1

sin

sin

i n

r n
 . (2) 

Приравняем левые части уравнений (1) и (2): 

Бр Бр

Бр

sin sin

cos sin

i i

i r
 , откуда Брsin cosr i . 

А это значит, что сумма углов Бр 90i r   , тогда 

Бр 90 55i r    . 

Из уравнения (2) находим 2n : 

Бр
2

sin
,

sin

i
n

r
    2

sin 55
1,43

sin 35
n


 


. 

Ответ: 2 1,43n  . 

Задача 71. Во сколько раз уменьшается интенсивность естественного 
света, прошедшего через два поляризатора, если угол между их главными 
плоскостями был равен 30  и в каждом поляризаторе в отдельности теряется 
10% интенсивности падающего на него света? 

 
Решение. Естественный свет можно представить как на-
ложение двух некогерентных волн, которые поляризова-
ны во взаимно перпендикулярных плоскостях и имеют 
одинаковые интенсивности, т. е. 

0 0,5 0,5I I I   , 

где 0I  – интенсивность естественного света, I  и I  – составляющие интен-

сивностей поляризованного света, у которых колебания вектора напряженно-

Дано: 
35r    

1 1,0n   

2n = ? 

Дано: 
30    

0,1k   

0

2

I

I
= ? 
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сти электрического поля E


 перпендикулярны и параллельны плоскости па-
дения. 

Поляризатор пропускает колебания, параллельные его главной плоско-
сти, интенсивность которых I , и полностью задерживает колебания, перпен-

дикулярные этой плоскости, интенсивность которых I . На выходе из перво-

го поляризатора получается плоскополяризованный свет, интенсивность 
которого 1I  с учетом поглощения и отражения света поляризатором равна 

 1 00,5 1I I k  . (1) 

После прохождения второго поляризатора интенсивность света еще 
уменьшится за счет поглощения и отражения света поляризатором и за счет 
несовпадения плоскости поляризации света с главной плоскостью поляриза-
ции. 

С учетом закона Малюса 

  2
2 1 1 cosI I k   . (2) 

Подставив уравнение (1) в (2), получим 

 2 2
2 00,5 1 cosI I k   . (3) 

Используя уравнение (3), найдем уменьшение интенсивности света: 

 
0

2 2
2

2

1 cos

I

I k 



. 

Подставив численные значения, получим 

0

2

3,3
I

I
 . 

Ответ: интенсивность света уменьшится в 3,3 раза. 
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Глава 24 
ДИСПЕРСИЯ СВЕТА 

§ 156. Электронная теория дисперсии 

Зависимость показателя преломления n вещества от частоты  или длины 
волны  называется дисперсией света. Эта зависимость проявляется, например, 
при прохождении белого света через стеклянную призму. На экране за призмой 
наблюдается радужная полоска, называемая дисперсионным спектром. Разли-

чают нормальную дисперсию, когда 0
dn

d
 , и аномальную при 0

dn

d
 .  

По теории Максвелла свет представляет собой электромагнитные волны. 
Падающая световая волна вызывает вынужденные колебания электронов в 
атомах вещества. Выведенные из положений равновесия электроны начинают 
колебаться, теряя энергию на излучение вторичных волн. 

Для простоты рассмотрим вынужденные колебания одного электрона. 
Аналогично уравнению (1.152) для вынужденных колебаний электрона за-
пишем: 

2
2 0 0

02
cos cos

F eEd x eE
x t t

m m mdt
      , (4.63) 

где F0 – амплитудное значение силы, действующей на электроны; e, m – заряд 
и масса электрона; E0, E – амплитудное и мгновенное значения напряженно-
сти электрического поля волны;  – циклическая частота колебаний в свето-
вой волне; 0 – собственная частота колебаний электрона. Уравнение (4.63) 
записано без учета сил сопротивления, обуславливающих поглощение энер-
гии световой волны. Действием магнитной составляющей силы Лоренца так-
же пренебрегли ввиду ее малости. 

Решением уравнения (4.63) является уравнение вида 

 2 2
0

eE
x

m  



. (4.64) 

Оптически прозрачные среды являются диэлектриками. Под действием 
электрического поля падающей волны происходит их поляризация. Показа-
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тель преломления вещества согласно закону Максвелла (3.231) n  , т. к. 

для диэлектриков 1  , то n  . 

Диэлектрическая проницаемость однородного диэлектрика 

2

0

1 1
P

n
E

 


     , (4.65) 

где  – диэлектрическая восприимчивость; P – модуль вектора поляризации. 
Модуль дипольного момента электрона, совершающего вынужденные 

колебания, p = ex, где x – мгновенное смещение электрона. 
Модуль вектора поляризации 

P Np Nex  , (4.66) 

где N – число атомов в единице объема диэлектрика. 
Подставляя выражения (4.65) и (4.66) в (4.64), получим 

2
2

2 2
0 0 0

1
1 1

P Ne
n

E m   
   


. (4.67) 

Если в атоме несколько электронов, то уравнение (4.67) перепишется в виде 
2

2
2 2

0 0

1
1

i i

Ne
n

m  
 

 , (4.68) 

где 0i  – собственная циклическая час-

тота электрона. 
На рис. 4.57 показан вид функции, 

описываемой уравнением (4.68). Если 
собственная частота электрона 0  совпа-

дает с частотой  , то функция претерпе-
вает разрыв (обозначено пунктиром). Но 
если учитывать силы сопротивления при 
колебаниях электронов, то график функ-
ции будет иметь вид, показанный на 
рис. 4.57 сплошной линией. 

Участки кривой ab и cd соответст-
вуют области нормальной дисперсии, т. к. 
с ростом частоты   показатель преломления n увеличивается. Участок кри-
вой bc относится к области аномальной дисперсии, т. к. с увеличением   по-
казатель преломления n уменьшается. 

Рис. 4.57 

b
2n

0

a

c

d
1,0

0
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Аномальная дисперсия наблюдается при частотах, соответствующих ин-
тенсивному поглощению света. При аномальной дисперсии 1n  , т. е. длина 
световой волны в веществе больше длины волны в вакууме и фазовая ско-
рость v больше скорости света в вакууме. Это не противоречит специальной 
теории относительности, т. к. в данном случае рассматривается фазовая ско-
рость, а в СТО – реальной скоростью передачи сигнала является групповая 
скорость. 

Излучение света, как правило, не является монохроматическим. Световой 
сигнал имеет форму короткого импульса, который можно представить как су-
перпозицию (наложение) гармонических волн различных частот, т. е. в виде 
волнового пакета. Волновой пакет характеризуется максимумом амплитуды. 
Если фазовая скорость распространения гармонических волн зависит от часто-
ты (или длины волны), то наблюдается дисперсия волн. При отсутствии диспер-
сии волны распространяются с одинаковой фазовой скоростью и волновой па-
кет не меняет своей формы. В диспергирующей среде фазовые скорости 
гармонических волн различны и форма волнового пакета не сохраняется. 

Скорость перемещения максимума амплитуды волнового пакета, когда 
спектр частот не очень широк, а дисперсия волн мала, называется групповой 
скоростью. 

Рэлей установил связь между групповой гv  и фазовой v скоростями: 

г

v
v v .

d

d
 


 

Если 
v

0
d

d
  (нормальная дисперсия), то гv v ; если 

v
0

d

d
 , то гv v  

(аномальная дисперсия). При отсутствии дисперсии 
v

0
d

d
  и групповая ско-

рость совпадает с фазовой. 
В теории относительности доказывается, что групповая скорость в отли-

чие от фазовой не может быть больше скорости света в вакууме. 
Области аномальной дисперсии позволяют определять частоты собст-

венных колебаний электронов в атомах и молекулах и на этом  основании су-
дить об их структуре. 

Области нормальной дисперсии используются при проведении спек-
трального анализа. 

§ 157. Поглощение и рассеяние света  

Уменьшение энергии световой волны при прохождении ее сквозь слой 
вещества называется поглощением света. Свет различных длин волн погло-
щается веществом по-разному. Тело, освещенное белым светом, способно 
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поглощать лучи определенных длин волн. Остальные же лучи отражаются 
или рассеиваются. При поглощении света часть энергии световой волны пере-
ходит во внутреннюю энергию вещества, вызывая его нагревание, или в энер-
гию вторичного излучения (фотолюминесценция).  

Рассмотрим поглощение света пластиной толщиной d, через которую 
проходит световая волна (рис. 4.58). Выделим в пластине тонкий слой dx, от-
стоящий от ее грани на расстоянии х. Для бесконечно малой толщины изме-
нение интенсивности светового потока, прошедшего сквозь слой, пропорцио-
нально толщине слоя dx и интенсивности света Ix на входе в слой: 

x xdI I dx  , (4.69) 

где   – коэффициент поглощения, зависящий от свойств поглощающего ве-
щества.  

Знак минус в выражении (4.69) указывает на убывание интенсивности 
света. Разделив переменные в уравнении (4.69) и интегрируя его, получим 
закон Бугера1: 

0 0

I d
x

xI

dI
dx

I
   ,    0

dI I e  , (4.70) 

где 0I  – интенсивность света на входе в пластину; I  – интенсивность света 

на выходе из пластины. 
Из закона Бугера следует, что интенсивность све-

та, проходящего сквозь пластину, уменьшается по экс-
поненте. Коэффициент поглощения α не зависит от 
интенсивности проходящего света. Для каждого веще-
ства существует зависимость коэффициента   от дли-
ны волны, называемая спектром поглощения. Газы при 
небольших давлениях поглощают в узких спектраль-
ных интервалах и их спектры состоят из отдельных 
линий (или групп линий). Спектры жидкостей и твер-
дых тел образуют широкие полосы поглощения. 

Рассмотрим прохождение света через мутную 
среду, в которой беспорядочно расположены микроне-
однородности: запыленный или задымленный воздух, туман и т.п. Проходя 
через такую среду, свет дифрагирует от ее неоднородностей и распространя-
ется во все возможные направления. Поэтому дифракцию света в мутных сре-
дах обычно называют рассеянием света (не создает определенной дифракци-
онной картины). 

                                                            
1 Пьер Бугер (1698–1758) – французский ученый. 

Рис. 4.58 

d  

dxx

0I xI I  
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Световая волна, проходящая через вещество, вызывает колебания элек-
тронов в атомах вещества. Эти электроны возбуждают вторичные волны, рас-
пространяющиеся по всем направлениям. Вторичные волны когерентны меж-
ду собой и интерферируют. В случае однородной среды  вторичные волны 
гасят друг друга (за исключением направления распространения первичной 
волны). При распространении света в неоднородной среде наблюдается его 
рассеяние. 

Зависимость интенсивности рассеянного света I  от длины волны   λ , ко-
гда размеры неоднородностей малы по сравнению с λ,  установил Рэлей: 

I= 1/λ4. (4.71) 

Закон Рэлея: интенсивность рассеянного света обратно пропорцио-
нальна четвертой степени длины волны. 

Из закона Рэлея следует, что коротковолновая часть спектра рассеивает-
ся более интенсивно, чем длинноволновая. Голубой свет, частота которого 
примерно в полтора раза больше частоты красного света, рассеивается почти 
в пять раз интенсивнее, чем красный. Из белого солнечного света, проходяще-
го сквозь атмосферу Земли, рассеиваются преимущественно синий и голубой 
цвета. Рассеяние света в атмосфере происходит за счет флуктуаций плотности 
воздуха, вызывающих оптические неоднородности. Молекулярным рассеяни-
ем света объясняется голубой цвет неба, красный цвет зари и Солнца. При 
восходе и заходе Солнца прямой солнечный свет проходит через большую 
толщу атмосферы и доля коротковолновой части спектра в основном рассеи-
вается. До поверхности Земли доходит преимущественно красная составляю-
щая спектра. Поэтому при восходе и заходе Солнце кажется красным. 
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Глава 25 
КВАНТОВАЯ ПРИРОДА ИЗЛУЧЕНИЯ 

§ 158. Тепловое излучение. Закон Кирхгофа 

Тепловым называется электромагнитное излучение, обусловленное на-
греванием тела. Тепловое излучение происходит за счет энергии атомов и 
молекул вещества и возникает при любых температурах выше абсолютного 
нуля.  

Если нагретое тело поместить в идеально отражающую и непроницае-
мую для излучения оболочку, то с течением времени в результате обмена 
энергией между телом и излучением наступит равновесие: количество энер-
гии, излучаемой и поглощаемой телом в единицу времени, станет одинако-
вым. Состояние термодинамического равновесия системы сохраняется до тех 
пор, пока не изменятся внешние условия. Самостоятельно система не может 
выйти из этого состояния. Среди известных видов излучения только тепловое 
излучение может быть равновесным. 

Количество энергии dW, излучаемое телом за единицу времени, называ-
ется потоком излучения: 

dW

dt
  . 

Энергетической светимостью тела Rэ называется отношение потока из-
лучения к площади поверхности S излучающего тела: 

эR
S


 . 

Поток излучения измеряется в ваттах (Вт), энергетическая светимость –  
в ваттах на квадратный метр (Вт/м2). 

Нагретое тело излучает электромагнитные волны различной длины вол-
ны. Каждая длина волны обладает определенной энергией. 

Спектральный состав излучения характеризуется спектральной плотно-
стью энергетической светимости r, T (лучеиспускательная способность):  

э
,T

dR
r

d 
 , 

где эdR  – энергетическая светимость на участке спектра шириной d . 
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Опыты показывают, что спектральная плотность энергетической свети-
мости зависит от длины волны   и от температуры тела T . 

Зная ,Tr , можно найти энергетическую светимость: 

э ,

0

TR r d 


  . (4.72) 

Поглощение телом лучистой энергии характеризуется спектральной по-
глощательной способностью (коэффициент поглощения): 

,
,

,

T
T

T












, (4.73) 

где ,T  – поток падающего на тело излучения для данного интервала длин 

волн; ,T  – поток, поглощенный телом. 

Коэффициент поглощения зависит от температуры, длины волны и от 
природы тела. 

Из выражения (4.73) следует, что   изменяется от 0 
до 1. Тело, коэффициент поглощения которого для всех 
длин волн (или частот) равен единице, называется черным. 
Сажа, черный бархат, платиновая чернь и др. имеют коэф-
фициенты поглощения, близкие к единице. Моделью чер-
ного тела может служить полый шар с небольшим отвер-
стием в замкнутой полости (рис. 4.59). Луч света после 
многократного отражения в полости такого тела поглоща-
ется настолько, что интенсивность вышедшего луча прак-

тически равна нулю. Тело, для которого коэффициент поглощения меньше 
единицы, называется серым.  

Количественная связь между поглощением и излучением тел устанавли-
вается законом Кирхгофа: в состоянии термодинамического равновесия от-
ношение спектральной плотности энергетической светимости к спектральной 
поглощательной способности одинаково для всех тел и равно спектральной 
плотности энергетической светимости черного тела чер

,Tr : 

 1 , 2 , чер
,

1 , 2 ,

,T T
T

T T

r r
r f T 


 


 

   . (4.74) 

Это отношение для всех тел является универсальной функцией Кирхгофа 
f(, T) длины волны  и температуры T. 

Из закона Кирхгофа следует, что каждое тело поглощает излучение в том 
интервале длин волн, в котором оно их испускает. 

Рис. 4.59
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§ 159. Законы излучения черного тела 

Зависимость спектральной плотности энергетической светимости r, T 
черного тела от длины волны  при постоянной температуре T была установ-
лена экспериментально (рис. 4.60). 

Как видно из рисунка, спектр теплового излучения сплошной, с ростом 
температуры ( 3 2 1T T T  ) лучеиспускательная способность тела увеличивает-

ся. Сформулируем опытные законы теплового излучения черного тела. 
Закон Стефана1–Больцмана: энергетическая светимость Rэ черного те-

ла прямо пропорциональна четвертой степени абсолютной температуры: 

4
эR T , (4.75) 

где 8
2 4

Вт
5,67 10

м К
    – постоянная 

Стефана–Больцмана. 
Из рис. 4.60 также видно, что с рос-

том температуры максимум излучения 

,Tr  смещается в сторону более коротких 

длин волн. 
Закон смещения Вина2: длина волны 

m, соответствующая максимальному 
значению спектральной плотности 
энергетической светимости r, T черного 
тела, обратно пропорциональна его аб-
солютной температуре: 

m

b

T



 , (4.76) 

где 32,9 10 мКb     – постоянная Вина. 
Второй закон Вина: максимальное значение спектральной плотности 

энергетической светимости ,Tr  черного тела прямо пропорционально пятой 

степени его абсолютной температуры: 

5
,Tr b T  , (4.77) 

где 5
3 5

Вт
1,30 10

м К
b     – постоянная второго закона Вина. 

                                                            
1 Йозеф Стефан (1835–1893) – австрийский физик. 
2 Вильгельм Вин (1864–1928) – немецкий физик. 

Рис. 4.60 

,Tr


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В классической физике считается, что излучение и поглощение энергии 
телами происходит непрерывно. Экспериментальную зависимость спектраль-
ной плотности энергетической светимости от длины волны и температуры в 
рамках представлений классической физики объяснить не удалось. 

§ 160. Формула Планка 

В 1900 г. М. Планк1 выдвинул гипотезу, согласно которой атом вещества 
излучает и поглощает энергию определенными порциями – квантами. Энер-
гия кванта 

c
E hv h


  , (4.78) 

где 346,625 10 Дж сh     – постоянная Планка; v  – частота колебаний;   – 

длина волны; c  – скорость света в вакууме. 
Согласно гипотезе Планка энергия, излучаемая и поглощаемая вещест-

вом, может принимать лишь дискретные значения, кратные целому числу hv . 
Для универсальной функции Кирхгофа Планк вывел формулу 

 
2

чер
, 5

2 1

exp /( ) 1T

hc
r

hc kT






, 

или 

 
3

чер
, 2

2 1

exp / ( ) 1T

hv
r

hv kTc


 


, 

(4.79) 

которая блестяще согласуется с опытными данными по распределению энер-
гии в спектре излучения черного тела во всем диапазоне длин волн (частот) и 
температур. Здесь k  – постоянная Больцмана. 

Законы Стефана–Больцмана и Вина, а также постоянные этих законов  , 

b , b  можно вычислить по формулам Планка (4.78), (4.79), зная универсаль-

ные постоянные h , k  и c . 
Законы теплового излучения используются в оптической пирометрии 

при измерении температуры раскаленных тел. 

                                                            
1 Макс Планк (1858–1947) – немецкий физик. 
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§ 161. Фотоэлектрический эффект 

Внешним фотоэффектом называется явление выбивания электронов с 
поверхности металлов под действием света. Внешний фотоэффект был открыт 
в 1887 г. Г. Герцем. Фундаментальные исследования фотоэффекта выполнены 
в 1888–1890 гг. А. Столетовым1. Схема экспериментальной установки показа-
на на рис. 4.61. Световой поток, падая на металлический катод К, вырывает из 
него электроны, которые под действием внешнего электрического поля дви-
гались к аноду А. Напряжение между анодом и катодом регулировалось по-
тенциометром Р и измерялось вольтметром V. Ток, протекающий через ва-
куумированный сосуд, где располагались катод и анод, регистрировался 
гальванометром G. 

На рис. 4.62 дана зависимость фототока от 
напряжения в цепи. С увеличением напряжения U 
сила тока I также увеличивается, достигая тока 
насыщения Iн. Значение тока насыщения определя-
ется числом электронов n, вырываемых светом из 
катода в единицу времени: 

Iн = en, 

где e – заряд электрона. 
При U = 0 в цепи течет некоторый ток, что 

свидетельствует о наличии начальной скорости у 
электронов, покидающих катод. Если сменить полярность электродов, то 
электроны будут тормозиться электрическим полем и при U = Uз (задержи-
вающее напряжение) фототок прекращается. Согласно закону сохранения 
энергии можно записать: 

2

з

v

2
mm

eU , 

где vm  – максимальная скорость электрона; 

m  – масса электрона.  
Опытами установлены следующие законы 

внешнего фотоэффекта(законы Столетова): 
 максимальная скорость фотоэлектро-

нов определяется частотой излучения, 
падающего на катод; 

 для каждого вещества существует 
минимальная частота vкр, при которой 

                                                            
1 Александр Григорьевич Столетов (1839–1896) – русский физик. 

Рис. 4.62 

 
Рис. 4.61 
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начинает наблюдаться фотоэффект; эта частота получила название 
красной границы фотоэффекта; 

 сила фототока насыщения пропорциональна освещенности катода. 
Внешний фотоэффект практически безынерционен: фототок возникает 

через 910 c  после начала освещения катода. 
Используя гипотезу  Планка о квантах (фотонах) электромагнитного из-

лучения,  Эйнштейн разработал теорию внешнего фотоэффекта. 
Фотоны, падая на катод, отдают свою энергию, которая расходуется на ра-

боту выхода электронов из металла выхA  и кинетическую энергию электрона: 

max
вых кhv A E  , (4.80) 

где hv  – энергия поглощенного фотона; max
кE  – максимальная кинетическая 

энергия фотоэлектронов. 
Красная граница фотоэффекта определяется по формуле 

вых
кр

A
v

h
 . (4.81) 

Внешний фотоэффект используется в фотоэлементах, которые широко 
применяются в технике: при сортировке и счете деталей на конвейере, при 
передаче изображения по телеграфу, в телевидении, в звуковом кино и т. д. 

Внутренний фотоэффект заключается в том, что под действием света 
электропроводность кристаллических полупроводников и некоторых диэлек-
триков увеличивается. 

Внутренний фотоэффект возникает, если энергия поглощенного фотона 
достаточна для перевода электрона из валентной зоны в зону проводимости. 

Вентильный фотоэффект (разновидность внутреннего фотоэффекта) 
наблюдается в контакте электронно-дырочного полупроводника. Под дейст-
вием света в полупроводниках возникают электроны и дырки, которые разде-
ляются электрическим полем p-n-перехода.  Между дырочным и электронным 
полупроводниками образуется фотоэлектродвижущая сила. Фотоэффект воз-
никает при поглощении фотонов связанными электронами вещества. 

На основе вентильных фотоэлементов разработаны солнечные батареи 
для питания бортовой аппаратуры спутников и космических кораблей. 

Некоторые вентильные фотоэлектроны чувствительны к инфракрасному 
излучению. Их используют в системах ночного видения. 

§ 162. Фотон. Давление света 

По современным представлениям свет испускается, распространяется и 
поглощается дискретными порциями (квантами), которые получили название 
фотоны. Энергия фотона 
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c
E hv h


  . 

Фотон – это элементарная частица с нулевой массой, которая в любой 
среде движется со скоростью света с.  

Импульс фотона 

E hv h
p

c c 
   . (4.82) 

Фотон обладает энергией и импульсом (это корпускулярные свойства 
частицы) и характеризуется частотой (волновая характеристика). 

Падая на какую- либо поверхность, фотон передает свой импульс атомам 
или молекулам вещества поверхности, оказывая на нее световое давление. 

Пусть в единицу времени на единицу площади поверхности падает n фо-
тонов. Часть фотонов отражается поверхностью, часть поглощается. Обозна-
чим за  коэффициент отражения света, тогда n – число отражаемых фото-
нов, а (1 – )n – число поглощаемых фотонов. Каждый отражаемый фотон 
передает поверхности импульс: 

2hv hv hv

c c c
    
 

, 

так как при отражении знак импульса меняется на противоположный. 

Каждый поглощаемый фотон передает поверхности импульс 
hv

c
. Давле-

ние света P на поверхность равно импульсу, который передают поверхности 
за единицу времени все n фотонов: 

 2
1

hv hv
P n n

c c
     

или 

     01 1 1
Enhv

P
c c

         , (4.83) 

где 0E nhv  – энергия всех фотонов, падающих на единицу поверхности в 

единицу времени;  – объемная плотность энергии. 
Существование давления света было предсказано Максвеллом после соз-

дания им электромагнитной теории и впервые измерено  Лебедевым1 в 1901 г.  

                                                            
1 Петр Николаевич Лебедев (1866–1912) – русский физик. 
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Естественный свет оказывает на поверхность очень малое давление, 
примерно 65 10 Па , что на десять порядков меньше нормального атмосфер-
ного давления. 

§ 163. Эффект Комптона 

Эффект Комптона1 – это изменение длины волны (или частоты) па-
дающего на вещество излучения при рассеянии его веществом. 

Исследуя рассеяние рентгеновских лучей на парафине, Комптон обнару-
жил в спектре рассеянного излучения наряду с длиной волны падающего из-
лучения   присутствие новых, больших по величине, длин волн  . С волно-
вой точки зрения в рассеянном излучении должна наблюдаться только длина 
волны падающего на вещество излучения. 

Эффект Комптона можно объяснить, рассматривая столкновения фото-
нов со свободными (слабосвязанными) электронами атомов. При взаимодей-
ствии фотон отдает часть своей энергии электрону. Так как энергия фотона 

c
E hv h


  , 

то при этом должна уменьшаться частота v  его колебаний, т. е. увеличивать-
ся длина волны  . 

Изменение длины волны при рассеянии излучения веществом можно оп-
ределить, используя законы сохранения энергии и импульса. 

По закону сохранения энергии: 

2 2
0hv m c hv mc   , (4.84) 

где hv – энергия падающего на вещество фотона; m0c
2 – энергия покоящегося 

электрона; hv – энергия рассеянного фотона; mc2 – полная энергия электрона 
(после взаимодействия). 

Применим закон сохранения импульса, считая соударение фотона с элек-
троном упругим: 

ep p p 
  

, (4.85) 

где 
hv

p
c

 , 
hv

p
c


   – модули импульсов падающего и рассеянного фотонов 

соответственно; pe = mv – модуль импульса электрона. 

                                                            
1 Артур Холи Комптон (1892–1962) – американский физик. 
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Используя рис. 4.63, запишем закон сохранения импульса (4.85) в ска-
лярном виде: 

 (4.86) 

где  – угол рассеяния. 
Решая совместно уравнения (4.84) 

и (4.86) и учитывая, что 

0

2 21 v

m
m

c



, 

можно определить изменение длины 
волны   при комптоновском рассея-
нии: 

2 2

0

2
sin 2 sin

2 2

h
k

m c

        , (4.87) 

где 12

0

2,43 10 м
h

k
m c

    – постоянная Комптона (комптоновская длина 

волны). 
Несмещенные линии с длиной волны   в исследуемом спектре образу-

ются за счет столкновений фотонов с электронами, прочно связанными с ато-
мами. 

§ 164. Корпускулярно-волновой дуализм света 

Электромагнитное излучение имеет двойственную корпускулярно-
волновую природу: с одной стороны, оно обладает волновыми свойствами, 
обусловливающими такие явления, как интерференция, дифракция, поляриза-
ция, с другой стороны, представляет поток элементарных частиц-фотонов, 
действие которых проявляется в фотоэлектрическом эффекте, тепловом излу-
чении, эффекте Комптона и т. д. 

Давление света можно объяснить как волновой, так и квантовой теорией. 
Свет распространяется в пространстве как волна, а взаимодействует с 

веществом как частица. 
Квантовая механика не отрицает электромагнитную теорию света. Со-

гласно квантовой теории свет – это волна, квадрат амплитуды которой харак-
теризует вероятность появления фотонов. 

2 2 2
2 2

2
v 2 cos

hv hv h vv
m

c c c


         
   

 Рис. 4.63

vm

 

hv c

hv c
фотон 

,e m
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Дуализм света – это частный случай общего свойства материи, отчетливо 
проявляющегося в микромире. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 72. Максимум энергии в спектре излучения черного тела прихо-
дится на длину волны max 0,80 мкм.   Найти энергетическую светимость 

поверхности тела. 
 

Решение. По закону Стефана–Больцмана (4.75) мож-
но определить энергетическую светимость тела: 

4
эR T .                     (1) 

Абсолютную температуру T, входящую в уравнение (1), найдем по зако-
ну смещения Вина (4.76): 

max

b

T



 . 

(2) 

Из уравнений (1), (2) получим 

. (3) 

Проверим размерность: 

 
4 4

э 2 4 4 2

Вт м К Вт

м К м м
R

 
 

 
. 

Подставим в уравнение (3) численные значения: 

43
8

э 6 2

2,9 10 МВт
5,67 10 9,8

0,8 10 м
R






 
    

. 

Ответ: э 2

МВт
9,8

м
R  . 

Задача 73. Найдите постоянную Планка, если фотоэлектроны, вырывае-
мые с поверхности металла светом с частотой v1 = 1,2  1015 Гц, задерживаются 
напряжением U1 = 3,1 В, а вырываемые светом с длиной волны 2 125 нм   – 

напряжением U2 = 8,1 В. 
 

4

э
max

b
R 


 

  
 

Дано: 
6

max 0,8 10 м    

эR = ? 
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Решение. Если при фотоэффекте изменить полярность 
батареи, то сила фототока уменьшится и при некотором 
напряжении, называемом задерживающим, она станет 
равной нулю. Это значит, что электрическое поле тор-
мозит вырываемые электроны до их полной остановки. 
Согласно теореме о кинетической энергии работа элек-
трического поля равна изменению кинетической энер-
гии электрона: 

                                                  
2v

2

m
eU  , (1) 

где e, m, v – заряд, масса и скорость электрона. 
Записав дважды уравнение Эйнштейна для фотоэффекта (4.80) и исполь-

зуя равенство (1), получим 

2
1

1 1

v
,

2

m
hv A A eU     (2) 

                                   
2
2

2 2
2

v

2

mc
hv h A A eU    


. (3) 

Найдем из уравнения (2) работу выхода электрона A и подставим ее в 
уравнение (3). Проведя преобразования, получим 

                                              
 2 1

1
2

e U U
h

c
v






 
 

 

.  (4) 

Подставив в уравнение (4) численные данные, найдем величину 
346, 66 10 Дж сh    . 

Ответ: 346, 66 10 Дж сh    . 

Задача 74. Определить максимальную скорость электронов, вырванных с 
поверхности вольфрама -лучами с длиной волны  = 0,001 нм. 

Решение. Скорость электронов, вырываемых с поверх-
ности вещества, зависит от энергии кванта электромаг-
нитного излучения, падающего на поверхность. Если 
энергия кванта много меньше энергии покоя электрона, 
то скорость вырванного электрона оказывается много 

Дано: 
15

1 1,2 10 Гцv    
9

2 125 10 м    

1 3,1 ВU   

2 8,1 ВU   

h = ? 

Дано: 
121 10 м    

197, 2 10 ДжA    

v = ? 
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меньше скорости света в вакууме. В этом случае при решении задач кинети-
ческая энергия в уравнении (4.80) записывается по классической формуле 

2

к(max)

v

2

m
E  . 

Применив формулу Эйнштейна (4.80) 
2v

2

m
hv A   и заменив частоту 

через длину волны  и скорость света c, т. е. 
c

v


 , для скорости электрона 

получим выражение 

2
v

hc
A

m 
   
 

. (1) 

Подсчитаем значение скорости: 8v 6,6 10 м/с  . 
Полученная скорость электрона оказалась больше скорости света, что про-

тиворечит специальной теории относительности. В нашем случае энергия кван-
та сравнима по величине с энергией покоя электрона, поэтому при решении 
необходимо применять релятивистскую формулу кинетической энергии (1.121): 

2
к 0 02 2 2 2

1 1
1 1

1 v 1 v
E E m c

c c

   
      
       

. (2) 

Действительно, подсчитав энергию покоя электрона: 

 22 31 8 2 2 13
0 0 9,11 10 кг 3 10 м с 0,82 10 ДжE m c          

и энергию кванта  -лучей: 13; 1,99 10 Дж,   
ch

E hv E


убеждаемся, что 

эти величины сравнимы друг с другом.  
Для данного случая уравнение (4.80) примет вид 

2
0 2 2

1
1

1 v

hc
A m c

c

 
   
  

. (3) 

Работой выхода электрона A  в уравнении (3) можно пренебречь как 

очень малой по сравнению с энергией кванта 
hc


. Тогда из уравнения (3) по-

лучим  
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2
0 2 2

1
1

1 v

hc
m c

c

 
  
  

, откуда 

2
0

2
0

2
2 2

v

hc hc
c m c

hc
m c

 



  
 


. 

Ответ: 8v 1,9 10 м с  . 

 

Задача 75. Пучок света с длиной волны 490 нм  , падая нормально на 

поверхность, производит на нее давление, равное 79,81 10 ПаP   . Сколько 
квантов света падает ежесекундно на единицу площади этой поверхности, 
если коэффициент отражения света 0,5  ? 

 
Решение. Давление, производимое светом, определя-
ется формулой (4.83): 

 0 1E
P

c


 , откуда 0 1

Pc
E





. 

Если энергия данного кванта 
hc

E hv


  , то количество квантов, па-

дающих ежесекундно на единицу поверхности: 

   
0

1 1

E Pc P
N

E hc h

 
 

  
 

. 

Ответ: 21 22,5 10 частиц (м с)N    . 

 
  

Дано: 
9490 10 м    

0,5   
79,81 10 ПаP    

N = ? 
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ЧАСТЬ 5 
ЭЛЕМЕНТЫ ФИЗИКИ АТОМА И АТОМНОГО ЯДРА 

 
 
 

 
Глава 26 

СТРОЕНИЕ АТОМА 

§ 165. Модель атома Томсона и Резерфорда 

Со времен Демокрита ученые считали, что все вещества состоят из мель-
чайших неделимых частиц атомов. Такое мнение существовало весьма долго. 
Во второй половине XIX века в связи с развитием спектроскопии и открытием 
электрона серьезно встал вопрос о строении атома. 

Дж. Дж. Томсон в 1903 г. предложил пудинговую модель атома. Согласно 
этой модели атом представляет собой шар, равномерно заряженный положи-
тельным электричеством, внутри которого относительно его центра колеб-
лются отрицательно заряженные электроны. В целом атом электронейтрален. 
Однако такая модель атома оказалась ошибочной, так как противоречила ре-
зультатам опытов Э. Резерфорда1.  

Схема экспериментальной установки Резерфорда показана на рис. 5.1. 
Радиоактивное вещество Р, испускающее -частицы (ядра атома гелия), по-
мещалось в вакуумной камере. Пройдя диафрагму D, узкий поток -частиц 
попадал на тонкую (~1 мкм) металлическую фольгу Ф, которая рассеивала их 
на различные углы . Затем -частицы ударялись об экран Э, покрытый сер-

нистым цинком. Удары -частиц вызывали 
на экране вспышки (сцинтилляцию), на-
блюдаемые в микроскоп. 

Опыты показали, что некоторые -
частицы (примерно одна из 20 000), проходя 
через фольгу, отклонялись на аномально 
большие (почти до 180) углы. 

                                                            
1 Эрнест Резерфорд (1871–1937) – английский физик. 

Рис. 5.1 



P 
D

Ф 
Э 



395 

По результатам опытов Резерфорд сделал следующие выводы: 
 отклонение -частиц на значительные углы происходит в результате 

их взаимодействия с большим положительным зарядом атома; 
 поскольку -частиц, испытывающих значительные отклонения, не-

много, то объем с большим положительным зарядом занимает очень 
малую часть атома. 

Эти выводы противоречили модели атома Томсона. 
На основании своих опытов Резерфорд разработал ядерную (планетарную) 

модель атома. Согласно этой модели атом состоит из ядра с положительным 
зарядом Ze  ( Z  – порядковый номер элемента в таблице Менделеева; e  – эле-

ментарный заряд) и имеет размер порядка 15 1410 10 м  , основная масса атома 
(~99,4 %) сосредоточена в атомном ядре. Вокруг ядра по орбитам, близким к 
круговым, вращаются электроны. Атом электрически нейтрален. 

Однако ядерная модель атома не смогла объяснить линейчатый характер 
спектров излучения и поглощения и оказалась в противоречии с законами 
классической электродинамики. 

В модели Резерфорда электроны, вращаясь вокруг атомного ядра по кри-
волинейным орбитам, должны двигаться с ускорением. Согласно классиче-
ской электродинамике любые ускоренно движущиеся электрические заряды 
должны излучать электромагнитные волны. Поскольку полная энергия систе-
мы «атом + электромагнитная волна» сохраняется, то энергия электрона 
должна уменьшаться, чтобы скомпенсировать излучение.   В результате этого 
уменьшается радиус орбиты и, двигаясь по спирали, электрон должен упасть 
на ядро. По мере приближения к ядру частота обращения электрона и испус-
каемого электроном электромагнитного излучения должна возрастать. Таким 
образом, свет, испускаемый атомом, должен иметь сплошной спектр. 

В действительности атомы являются устойчивыми системами, а излуче-
ние разреженных газов имеет линейчатый спектр. 

Разработанная Резерфордом ядерная модель атома оказалась внутренне 
противоречива. 

В рамках этой модели ни устойчивость атомных систем, ни линейчатость 
спектров объяснить не удалось. 

§ 166. Спектр атома водорода 

Спектры излучения и поглощения разреженных газов являются дискрет-
ными, так как атомы испускают свет только определенных длин волн. В спек-
троскопе наблюдается линейчатый спектр, представляющий собой совокуп-
ность спектральных линий, составляющих определенные серии. 

Водород представляет собой простейший атом, состоящий из ядра, вокруг 
которого вращается один электрон. Поэтому водород имеет самый простой 
спектр. На рис. 5.2 показана схема спектральных линий водорода серии Баль-



396 

мера1, где символами H  ( = 0,6563 мкм), 

H  ( = 0,481 мкм), H  ( 0,4340 мкм  ), H  

( 0,4102 мкм  ) обозначены видимые спек-

тральные линии. 
Помимо видимого света, в спектре водо-

рода имеются излучения, расположенные в 
инфракрасной области (серии Пашена, Брэкета, Пфунда) и в ультрафиолето-
вой (серия Лаймана). 

Расположение спектральных линий в спектре подчиняется обобщенной 
формуле Бальмера: 

2 2

1 1 1
R

m n
   
 

, (5.1) 

где 7 –11, 097 10 м R  – постоянная Ридберга2;  – длина волны; m и n – целые 
числа, имеющие определенное значение для каждой серии и спектральной 
линии (табл. 5.1). 

 

Таблица5.1 

Наименование серии Значения m  Значения n  
Серия Лаймана 1 2,3,4,… 
Серия Бальмера 2 3,4,5,… 
Серия Пашена 3 4,5,6,… 
Серия Брэкета 4 5,6,7,… 
Серия Пфунда 5 6,7,8,… 

 
Формулу (5.1) можно записать для частоты излучения: 

2 2

1 1
v R

m n
   
 

, (5.2) 

где 15 –13,29 10 с    R R c  – постоянная Ридберга; c – скорость света в вакууме. 

§ 167. Теория Бора 

Спектральные закономерности атома водорода объяснила теория Бора3, 
разработанная в 1913 г. и являющаяся первым вариантом квантовой теории. В 
основу теории Бора положены два постулата. 
                                                            
1 Иоганн Якоб Бальмер (1825–1898) – швейцарский физик. 
2 Юханнес Роберт Ридберг (1854–1919) – шведский физик. 
3 Нильс Хендрик Давид Бор (1885–1962) – датский физик. 

Рис. 5.2 

H H H H  
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1. Электроны в атоме могут находиться только в определенных устойчи-
вых состояниях, в которых атом не излучает энергии. Эти состояния назвали 
стационарными. На стационарных орбитах момент импульса электрона ve nm r  

кратен значению  2h  , т. е. 

v
2e n

h
m r n n


   , (5.3) 

где me – масса электрона; v – линейная скорость электрона; rn – радиус орби-
ты; n = 1, 2, 3, ... – целое число, названное главным квантовым числом;  – 

постоянная Планка. 
2. Атом излучает или поглощает фотон электромагнитного поля при пе-

реходе из одного стационарного состояния в другое: 

n mhv E E  , (5.4) 

где En, Em – энергии стационарных состояний атома до и после излучения или 
поглощения. Если En > Em, то атом излучает фотон (электрон переходит на 
орбиту, более близкую к ядру атома). 

Постулаты Бора позволили рассчитать спектр атома водорода и опреде-
лить постоянную Ридберга. 

В атоме на электрон действует сила кулоновского притяжения к ядру, 
сообщающая ему нормальное (центростремительное) ускорение. Считая ор-
биту электрона круговой, запишем уравнение его движения: 

2 2

2
0

v 1

4
е

n

m Ze

r r
 . (5.5) 

Из уравнений (5.3) и (5.5) находится выражение для радиусов орбит: 

2
2 0

2n
e

h
r n

m e Z




 . (5.6) 

Подставляя значения констант и считая Z = 1 и n = 1 (первая орбита ато-
ма водорода), по формуле (5.6) определим значение первого боровского ра-
диуса: 

10
Б 0,528 10 м r . 

Используя выражение (5.5), вычислим полную энергию электрона в ато-
ме, которая согласно принятой модели является суммой кинетической энер-
гии вращающегося электрона и потенциальной энергии взаимодействия элек-
трона с ядром: 
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2 2 2 2 2

0 0 0 0

v

2 4 8 4 8
e

k p
n n n n

m e Z e Z e Z e Z
E E E

r r r r   
        . (5.7) 

Согласно (5.7) полная энергия электрона оказывается отрицательной и 
равной по абсолютному значению его кинетической энергии. Знак минус оз-
начает, что система является связанной. 

Из соотношения (5.7) следует, что в боровской модели энергии электро-
на принимают дискретные значения.  

При n = 1 атом обладает наименьшей энергией (основное состояние). 
Состояния атома с n > 1 называются возбужденными. 

Из соотношений (5.6) и (5.7) получаем энергетический спектр атома во-
дорода: 

4 2

2 2 2
08

e
n

m e Z
E

h n
  ,  1, 2,3,...n   (5.8) 

Подставляя выражение (5.8) в условие (5.4), получим обобщенную фор-
мулу Бальмера: 

4

3 2 2 2
0

1 1

8
em e

v
h m n

   
 

  или  
4

3 2 2 2
0

1 1 1

8
em e

h с m n 
   
 

, (5.9) 

где 
4

3 2
08

em e
R

h с
  – постоянная Ридберга. 

Совпадение теоретического и экспериментального значений постоянной 
Ридберга, физическое истолкование формулы Бальмера убеждают в правиль-
ности теории Бора. 

Теория Бора позволила рассчитать спектры атома водорода и водородо-
подобных систем (ионы Не+, Li2+), но не смогла объяснить интенсивность 
спектральных линий. 

§ 168. Опыт Франка и Герца 

Эксперимент, проведенный в 1913 г. Франком1 и Герцем2, доказывает 
существование в атоме дискретных энергетических уровней, постулируемых 
теорией Бора. В опытах изучалось взаимодействие электронов, ускоренных 
электрическим полем, с атомами паров ртути. 

К разрядной трубке, содержащей катод К, анод А и сетку С, подавалось 
напряжение, как показано на рис. 5.3,а. Между катодом и сеткой прикладыва-
лось напряжение U, которое регулировалось потенциометром P. Между сет-
                                                            
1 Джеймс Франк (1882–1964) – немецкий физик. 
2 Густав Людвиг Герц (1887–1975) – немецкий физик. 
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кой и анодом подавалось встречное напряжение порядка 0,5 В. Трубка запол-
нялась насыщенными парами ртути под давлением ~100 Па. 

В экспериментах измерялся анодный ток I (количество электронов, при-
шедших на анод, в единицу времени) в зависимости от напряжения U между 
катодом и сеткой. Полученная вольт-амперная характеристика показана на 
рис. 5.3,б. 

 

 
 
Электроны, вылетающие с поверхности накаленного катода, ускорялись 

электрическим полем в промежутке между катодом и сеткой и, преодолев 
задерживающее поле, достигали анода. Анодный ток возрастал. Однако этот 
рост сопровождался резкими спадами тока каждый раз, когда ускоряющий 
потенциал увеличивался приблизительно на 4,9 В. Это объясняется тем, что 
электроны, испускаемые катодом, до напряжения 4,9 В испытывали упругие 
столкновения с атомами ртути и их кинетическая энергия поступательного 
движения оставалась неизменной. При напряжении U0 = 4,9 В электроны ста-
ли испытывать неупругие столкновения с атомами ртути и их энергия на-
столько уменьшалась, что они не могли преодолеть задерживающее поле и не 
достигали анода. Анодный ток резко падал. 

Если ускоряющий потенциал увеличить еще на 4,9 В, то электроны мо-
гут снова испытывать неупругие столкновения и терять свою кинетическую 
энергию. Этим объясняется второй спад тока, наблюдаемый в опытах. Третий 
спад соответствует электронам, которые испытали три неупругих столкнове-
ния и т. д. 

Каждый раз после неупругого столкновения атом ртути переходил в воз-
бужденное состояние, а затем возвращался в основное состояние, излучая фо-
тон с длиной волны 250 нм  . 

В основном состоянии энергия валентного электрона ртути 

0 10, 42 эВ.E    Энергия первого возбужденного состояния 1 5,54 эВ.E    

Для перехода из основного состояния в первое возбужденное требуется энер-
гия  1 0 5,54 10, 42 4,88 эВ 4,9 эВ.E E E          

В возбужденном состоянии атом пребывает очень короткое время  
( 810 с ), а затем переходит в основное состояние. Такой переход сопровож-

Рис. 5.3 
0 4,9 9,8 14,7  U, B 

IК  C  A

  P 

а)  б)

V   G
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дается излучением фотона с энергией 4,9 эВ и длиной волны 250 нм
hc

E
  


, 

что и наблюдалось в опытах. 
Таким образом, возбуждение атома ртути происходит лишь в том случае, 

когда атому передается энергия, равная разности энергий в основном и воз-
бужденном состояниях. 

Опыты Франка и Герца доказали существование дискретных энергетиче-
ских уровней в атоме ртути. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 76. Найдите период Т обращения электрона на первой боровской 
орбите атома водорода. 

Решение. Согласно теории Бора (5.3) 

vm r n  ,  (1) 

где m – масса электрона; 341, 055 10 Дж с    – постоянная 
Планка; r – радиус электронной орбиты; v  – скорость электрона; n – номер 
орбиты. 

Сила взаимодействия между электрическими зарядами ядра и электрона 
сообщает электрону нормальное (центростремительное) ускорение.      На ос-
новании второго закона Ньютона запишем: 

2 2

2
0

v 1

4

m e

r r
 , (2) 

где е – заряд электрона. 
Из выражений (1) и (2) определим скорость v  и радиус r n-й электрон-

ной орбиты: 
2 2

0
2

4
,

n
r

me





    

2

0

v
4

n e

mr n
 



. (3) 

Зная r и v, найдем период обращения: 
3 2 3 3

160
4

322
; 1,5 10 c.

v
   

 nr
T T

me

 
 

Ответ: 161,5 10 c.T    

 

Дано: 
H  

1n   
T = ? 
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Задача 77.  Найдите длину волны   фотона, соответствующего перехо-
ду электрона со второй боровской орбиты на первую в однократно ионизиро-
ванном атоме гелия. 

 
Решение. Частота излучения фотона водородоподобным 
ионом при переходе электрона со второй боровской орби-
ты на первую можно определить по формуле Бальмера 
(5.9): 

2
2 2

1 1
v RcZ

m n
   
 

,           (1) 

где Z – порядковый номер элемента в таблице Менделеева; 7 -11,1 10 мR    – 

постоянная Ридберга. 
При подстановке значений 1m   и 2n   из выражения (1) получим 

23

4

RcZ
v  . (2) 

Так как v c  , то из формулы (2) имеем 

2

4

3RZ
  . 

Для однократно ионизированного гелия Z = 2, т. е. 
1

;
3


R

   = 30,4 нм. 

Ответ:   30,4 нм. 
 

Задача 78. На дифракционную решетку нормально падает пучок света от 
разрядной трубки, наполненной атомарным водородом. Постоянная решетки 

5 мкмd  . Какому переходу электрона соответствует спектральная линия, 

наблюдаемая при помощи этой решетки в спектре пятого порядка под углом 
41   ? 

Решение. Из условия максимумов интенсивности при 
дифракции света на дифракционной решетке при нор-
мальном падении лучей (4.49) 

sind k   

найдем длину волны: 

Дано: 
1m   
2n   
2Z   

 = ? 

Дано: 
65 10 мd    

5k   
41    

переход = ? 
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sind

k

  . (1) 

Связь длины волны света с номерами боровских орбит в атоме водорода 
устанавливается формулой Бальмера (5.9): 

2 2

1 1 1
R

m n
   
 

, (2) 

где R – постоянная Ридберга; m – номер орбиты, на которую переходит элек-
трон; n – номер орбиты, с которой переходит электрон. 

Из соотношений (1) и (2) получим 

2 2

1 1
0,139

sin

k

Rdm n 
   . 

Подбором чисел m  и n  находим, что такой переход возможен с 3n   на 
2m   в серии Бальмера. 
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Глава 27 
ЭЛЕМЕНТЫ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ 

§ 169. Гипотеза де Бройля. Дифракция электронов 

В 1923 г. Луи де Бройль1 высказал гипотезу о том, что подобно фотону 
света материальные частицы наряду с корпускулярными обладают волновыми 
свойствами. Согласно де Бройлю, любой материальной частице, обладающей 
импульсом p, можно сопоставить волновой процесс с длиной волны 

v

h h

p m
   , (5.10) 

где m, v  – масса и скорость частицы; h – постоянная Планка. 
Величина   называется дебройлевской длиной волны. 
Если подсчитать дебройлевскую длину волны для пули массой 10 гm  , 

летящей со скоростью v 500 м/с , то она окажется чрезвычайно малой 

(~1,310-34 м), чтобы ее можно было обнаружить или измерить. Де-
бройлевская длина волны электрона, ускоренного разностью потенциалов 

10 кВU  , составляет 

0,012
v 2

h h

m eUm
     нм. 

Такую длину волны можно обнаружить экспериментально. 
В 1927 году Дэвиссон2 и Джермер3, исследуя рассеяние электронов мо-

нокристаллом никеля, обнаружили в распределении отраженных электронов 
регулярные пики. Эти пики были интерпретированы на основе дифракцион-
ной картины. Оказалось, что длина волны электрона совпадает с дебройлев-
ской длиной волны, рассчитанной по формуле (5.10). 

В том же году Дж. Томсон4 и Тарковский5, облучая металлическую 
фольгу потоком быстрых электронов, получили дифракционную картину. В 

                                                            
1 Луи де Бройль (1892–1987) – французский физик. 
2 Клинтон Джозеф Дэвиссон (1881–1958) – американский физик. 
3 Лестер Халберт Джермер (1896–1971) – американский физик. 
4 Джордж Паджет Томсон (1892–1975) – английский физик. 
5 П. С. Тарковский (1895–1939) – советский физик. 



404 

более поздних экспериментах было показано, что и другие частицы (протоны, 
нейтроны и т. д.) обладают волновыми свойствами. 

Итак, эксперименты доказали, что микрочастицы имеют волновую при-
роду. А это значит, что, подобно фотону, всем частицам присущи и корпуску-
лярные, и волновые свойства. В то же время любую из них нельзя считать ни 
частицей, ни волной, как это делалось в классической физике. 

§ 170. Соотношение неопределенностей Гейзенберга 

Гипотеза де Бройля и опытное подтверждение волновых свойств частиц 
создали предпосылки для создания принципиально новой теории, описываю-
щей их поведение. Такой теорией стала квантовая механика, основы которой 
были заложены Гейзенбергом1 и Шредингером2 в 20-х годах двадцатого сто-
летия. 

Квантовая механика раскрывает квантованность энергии атомов и вол-
новую природу частиц. В отличие от классической физики, часто оперирую-
щей моделями объектов, квантовая механика лишена наглядности. 

По классическим представлениям координата и импульс тела могут быть 
одновременно точно известными. Из корпускулярно-волнового дуализма сле-
дует, что существуют границы применимости этих понятий.      В квантовой 
механике движущейся частице соответствует волна, позволяющая определять 
вероятность нахождения частицы в данной точке в данный момент времени. 
На основе волновых свойств частиц Гейзенберг сформулировал соотношение 
неопределенностей, согласно которому положение (координата) и импульс 
(или скорость) движущейся частицы могут быть заданы одновременно лишь с 
ограниченной степенью точности: 

,

,

,

X

Y

Z

x p

y p

z p

  
  
  





 (5.11) 

где x , y , z  – неопределенности координат, в которых находится частица; 

xp , yp , zp  – неопределенности интервалов, в которых заключены про-

екции импульса частицы по осям x, y и z;  2h   – постоянная Планка. 

Произведение неопределенности координаты частицы на неопределен-
ность проекции импульса на заданное направление не может быть меньше 
постоянной Планка. 

                                                            
1 Вернер Карл Гейзенберг (1901–1976) – немецкий физик. 
2 Эрвин Шредингер (1887–1961) – австрийский физик. 
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Чем точнее определен импульс, тем неопределенней является ее коорди-
ната, и наоборот. 

Другое соотношение неопределенностей устанавливает связь между 
энергией и временем: 

Е t    , (5.12) 

где E  – неопределенность энергии некоторого состояния системы; t  – 
время измерения энергии некоторого состояния. 

Из соотношения (5.12) следует, что чем больше точность измерения вре-
мени, т. е. чем меньше t , тем меньше точность определения энергии, и на-
оборот. Поскольку за меру отклонения измерений от среднего обычно прини-
мают не  ݔ߂തതതത   или  ݌߂തതതത , а средние квадратичные отклонения  ݔ߂ଶതതതതത ൌ ሺݔ െ    ,ሻଶതതതതതതതതതതതݔ̅
ଶതതതതത݌߂ ൌ ሺ݌ െ ഥ;݌ ሻଶതതതതതതതതതതതത, то  наиболее точно  соотношения (5.11) , (5.12) следует вы-
ражать в виде 

   

,
2

,
2

.
2

X

Y

Z

x p

y p

z p

  

  

  






2

Е t  


, 

Используя соотношения неопределенностей (5.11), покажем, что пред-
ставление атома в виде большого числа электронов, вращающихся по замкну-
тым орбитам вокруг положительно заряженного ядра, оказывается несостоя-
тельным. 

Радиус атома имеет порядок 1010 м , значит, неопределенность коорди-

наты 1010 мx   , а неопределенность скорости определим из уравнения 
(5.11): 

6v 1, 2 10xp

m x m


    

 


м/с, 

где 319,1 10 кгm    – масса электрона. 
По классическим представлениям электрон, вращаясь по орбите, имеет 

скорость v порядка (106107) м/с. Так как неопределенность скорости v того 
же порядка, что и сама скорость v, то для электрона в атоме невозможно со-
хранить представление о траектории движения. 

Другое дело, если наблюдается движение электрона, например, в камере 
Вильсона. Толщина следа электрона имеет величину порядка 10-4 м, т. е. 

410 мx   , а 
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34

4 31

6.26 10 Дж с
v 1м/c

2 10 м 9.1 10 кг



 

 
  

 
. 

При скорости электрона в камере Вильсона порядка 1000 м/с неопреде-
ленность v  составляет 0,1%, и в этом случае можно пользоваться понятием 
траектория движения. 

Таким образом, соотношение неопределенностей Гейзенберга устанав-
ливает пределы применимости классической физики. Если произведение  
ΔxΔp сравнимо с h , то поведение частицы описывается законами квантовой 
механики, если ΔxΔp  велико по сравнению с h , то поведение частицы описы-
вается законами классической физики.  

§ 171. Волновая функция. Уравнение Шредингера 

Для теоретического описания динамики процессов, протекающих на 
атомном уровне, была разработана квантовая механика. Квантово-
механический расчет не позволяет  найти траекторию движения частицы, с 
его помощью можно лишь вычислить вероятность, с которой частица может 
быть обнаружена в различных точках пространства. 

Поскольку с движением микрочастицы сопоставляется волновой про-
цесс, то ее состояние можно описать волновой функцией  , , ,x y z t , зави-

сящей от координат и времени. Вид волновой функции (пси-функции) опре-
деляется состоянием частицы. Интерпретацию  -функции дал Борн1: 
вероятность dP  того, что частица находится в объеме dV , прямо пропорцио-
нальна квадрату модуля  -функции и элементу объема: 

2 2*dP dV dV dxdydz      , (5.13) 

где *  – функция, комплексно сопряженная с  . 
Отсюда следует, что физический смысл имеет квадрат модуля волновой 

функции: 
2 dP

dV
  , 

который определяет плотность вероятности нахождения частицы в окрестно-
сти точки с координатами x, y, z. 

Условием нормировки Ψ-функции является выражение 

                                                            
1 Макс Борн (1882–1970) – немецкий физик. 
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* 1dV




   , 

т. е. пребывание частицы в одной из точек пространства есть достоверное со-
бытие и его вероятность равна единице. 

По своему смыслу волновая функция должна быть однозначной, непре-

рывной и ограниченной, производные ,
x




 ,
y




 ,
z




 
t




 должны быть не-

прерывны. Перечисленные требования носят название стандартных условий. 
Э. Шредингер получил уравнение, позволяющее найти волновые функ-

ции частиц, движущихся в различных силовых полях: 

 
2

, , ,
2

i U x y z t
t m


   


 , (5.14) 

где m – масса частицы;   – постоянная Планка; i  – мнимая единица; 

 , , ,U x y z t  – потенциальная энергия частицы в силовом поле, где она дви-

жется;  , , ,x y z t    – волновая функция частицы; Δ – оператор Лапласа (в 

декартовой системе координат 
2 2 2

2 2 2x y z

     
   

  
). 

При решении большого числа задач (например, для описания поведения 
электрона в атоме) используется стационарное уравнение Шредингера, в ко-
тором исключена зависимость  - функции от времени:  

(  , ,x y z   ,  , ,U U x y z ): 

2 2 2 2

2 2 22
U E

m x y z

      
          


, (5.15) 

где Е – полная энергия микрочастицы. 

§ 172. Частица в одномерной бесконечно глубокой прямоугольной 
потенциальной яме 

Квантовая механика позволяет на основе волновых свойств частиц объ-
яснять дискретность энергетических спектров атомов. Для того чтобы понять 
природу квантования энергии, рассмотрим в качестве примера одномерное 
движение частицы, находящейся в бесконечно глубокой потенциальной яме 
(рис. 5.4). Хотя модель потенциальной ямы является довольно грубым при-
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Рис. 5.4 

U  

U   0U  U  

0 l x

ближением к реальным физическим системам, она позволяет качественно ис-
следовать практически все квантовые эффекты. 

Допустим, что частица может двигаться только 
вдоль оси x и ее движение ограничено непроницае-
мыми для частицы вертикальными стенками: 0x   и 
x l . (Отметим, что классическая частица двигалась 
бы равномерно и прямолинейно, отражаясь от стенок 
потенциального барьера в точках x=0 и x=l). Потен-
циальная энергия U частицы принимает следующие 
значения: 

 
, 0,

0, 0 ,

, .

x

U x x l

x l

 
  
 

 

Уравнение Шредингера (5.15) для рассматриваемой области, в которой 
волновая функция отлична от нуля, примет вид 

2

2 2

2
0

d m
E

dx


  


. (5.16) 

Введя обозначение 

2
2

2m
E 


, 

запишем: 
2

2
2

0
d

dx


   . (5.17) 

Получим однородное дифференциальное уравнение второго порядка, 
решением которого является функция 

 ( ) sinx A x    . (5.18) 

Выбор  - функции должен удовлетворять граничным условиям. За пре-
делы потенциальной ямы частица попасть не может, а поэтому вероятность 
обнаружения ее там равна нулю (следовательно, и 0  ). Из условия непре-
рывности следует, что на границах потенциальной ямы при 0x   и x l    
 -функция должна быть также равна нулю: 

 (0) 0l    . (5.19) 

Из уравнения (5.18) при 0x     (0) sin 0A    , откуда следует, что 

0  ; при x l  
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( ) sin 0l A l   , 

что возможно лишь в случае 

nl n   , (5.20) 
где 1, 2,3,...n   

Значение 0n   отпадает, так как при этом 0  , т. е. частица нигде не 
находится, что противоречит условию задачи. 

Из выражений 2
2

2
n

mE 


 и nl n   , исключив n , определим значе-

ния энергии E  частицы в виде 

2 2
2

2
,

2nE n
ml





 1, 2,3,...n   (5.21) 

Как следует из уравнения (5.21), значения энергии частицы квантованы и 
образуют дискретный спектр. Целое число n, определяющее энергию части-
цы, называется главным квантовым числом. 

Найдем разность энергий двух соседних уровней: 

 
2 2 2 2

1 2 2
2 1

2n n nE E E n n
ml ml

 
     

 
, (5.22) 

т. к.  2 21 2 1n n n    . 

Из уравнения (5.22) видно, что чем меньше масса частицы и размеры по-
тенциальной ямы, тем больше расстояние между уровнями энергии. Допус-
тим, что масса частицы 2610 кгm   (примерно масса молекулы), а 10 смl   

(размер сосуда с газом), то 4016 10 , ДжnE n    . В этом случае энергетиче-
ские уровни располагаются так часто, что воспринимаются как сплошной 
спектр энергии. 

Для электрона, движущегося в атоме ( 1010 мl  , 319,1 10 кгm   ), 
1710 , ДжnE n    и дискретность энергетических уровней весьма заметна. 

Из уравнений (5.21) и (5.22) следует, что 

2n

n

E

E n


 . 

Это отношение при больших квантовых числах ( 1n  ) гораздо меньше 
единицы, т. е. соседние уровни тем ближе, чем больше n. При больших n 
энергетические уровни воспринимаются как сплошной спектр, т. е. выполня-
ется принцип соответствия Бора: законы квантовой механики при больших 
значениях квантовых чисел переходят в законы классической механики. 
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Найдем значения собственных функций  , подставив выражение (5.20) 
в (5.18): 

  sinn

x
x A n

l


  . (5.23) 

Для определения постоянной А используется условие нормировки: 

2 2

0

sin 1
l xn

A dx
l


 . 

В результате интегрирования получим 

2
A

l
 . 

Тогда уравнение (5.23) запишется в виде 

  2
sinn

x
x n

l l


  , (5.24) 

где 1, 2,3,...n   
На рис. 5.5  изображены графики волновой функции и квадрата модуля 

волновой функции, а также значения энергии Е для нескольких наименьших 
значений квантового числа n. Из рис.5.5,а видно, что распределение вероятно-
стей обнаружения частицы имеет характер стоячей волны. 

 

 
Рис. 5.5 
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Вероятность обнаружения частицы у стенок потенциальной ямы равна 
нулю: при 1n   наиболее вероятное нахождение частицы в середине потен-
циальной ямы; при 2n   частица не может быть обнаружена в середине по-
тенциальной ямы (рис. 5.5,б), но одинаково часто бывает слева и справа от 
середины. 

По законам классической физики все положения частицы в потенциаль-
ной яме являются равновероятными. 

§ 173. Атом водорода. Квантовые числа 

Атом водорода с высокой степенью точности можно рассматривать как 
систему, состоящую из неподвижного ядра с зарядом +e и движущегося во-
круг него электрона с зарядом –e. В системе СИ потенциальная энергия U 
такой системы отрицательна и равна 

2

04

e
U

r
  , (5.25) 

где r – расстояние электрона от ядра; 0 – электрическая постоянная. 
Для данного случая уравнение Шредингера примет вид 

2 2 2 2

2 2 2 2
0

2
0

4
em e

E
rx y z 

      
          

, (5.26) 

где me – масса электрона. 
Уравнение (5.26) имеет однозначное, конечное и непрерывное решение 

при любых положительных значениях энергии E > 0 и при дискретных отри-
цательных значениях энергии, равных 

2 4

2 2
0

1

4 2
e

n

m e
E

n
 

  
  

, (5.27) 

где 1, 2,3,...n   
Случай положительных энергий соответствует процессу рассеяния 

электрона на протоне при термоэлектронной эмиссии, фотоэффекте и т. д. 
При отрицательных значениях энергия электрона связана с ядром в атоме 
водорода. 

Целое положительное число n называется главным квантовым числом и 
представляет собой номер уровня энергий. 

Волновая функция электрона в атоме водорода нумеруется тремя кван-
товыми числами: n , l , m , где 0, 1, 2, ..., ( 1) l n  – орбитальное квантовое 

число; , ..., 1, 0, 1, ...,  m l l  – магнитное квантовое число.  
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Поэтому каждому значению энергии nE , кроме E1, соответствует не-

сколько волновых функций , ,n l m , которые отличаются квантовыми числами l 

и m, т. е. атом может иметь одно и то же значение энергии, находясь в не-
скольких состояниях. Такие состояния атома называют вырожденными, а их 
количество называется кратностью вырождения. 

Суммарное число электронных состояний N (кратность вырождения), от-
личающихся хотя бы одним из квантовых чисел, при данном главном кванто-
вом числе для уровней атома водорода определяется по формуле 

 
1

2

0

2 1
n

l

N l n




   . (5.28) 

В квантовой механике показано, что орбитальное квантовое число l оп-
ределяет момент импульса электрона L: 

 1L l l  ,    0,1, 2,..., 1l n  , (5.29) 

т. е. момент импульса электрона квантуется – он может иметь лишь дискрет-
ные значения. 

Проекция вектора L


 орбитального момента импульса электрона на на-
правление оси z внешнего магнитного поля тоже квантуется: 

zL m  , (5.30) 

где 0, 1, 2,...,m l     – магнитное квантовое число. 
Существует еще спиновое квантовое число s, которое принимает только 

два значения: 
1

2
s   . Экспериментальное исследование спектральных линий 

водорода показало, что каждая линия состоит из двух (или большего числа) 
близких спектральных линий. Это явление получило название тонкой струк-
туры спектральных линий. 

Электрон может находиться в двух различных состояниях, характери-
зующихся спином. Эти два возможных значения спинового квантового числа  

(
1

2
  и 

1

2
 ) определяют два возможных направления спинового момента им-

пульса M s   . 
В атомной физике принято использовать заимствованные из спектроско-

пии обозначения. Например, состояние электрона с l = 0 называют  
s-состоянием; l = 1 – p-состояние и т. д. (s, p, d, f, g, h, ...… в порядке возраста-
ния орбитального момента l). 
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Рис. 5.6 

При записи символа состояния главное квантовое число пишется в нача-
ле. Например, символ 4d  означает, что электрон находится в состоянии с 
квантовыми числами 4n  , 2l  . 

Фотон является элементарной частицей, обладающей целым спином 
(s=1). Поэтому при квантовых переходах выполняется правило отбора: 

1l   . (5.31) 

Из схемы уровней, представленных на рис. 5.6, видно, что серии Лайма-
на соответствуют переходы 1np s , серии Бальмера – переходы 2np s , 

2ns p , 2nd p . 
Состояние 1s является 

основным. Находясь в этом 
состоянии, атом обладает ми-
нимальной энергией и не из-
лучает. Поглощение электро-
магнитной энергии атомом 
обычно происходит в ситуа-
ции, когда атом находится в 
основном состоянии. Именно 
поэтому спектр поглощения 
для атомарного водорода со-
стоит из линии серии Лаймана,  
то есть отвечает переходам: 

,       (5.32) 

Обобщение результатов, 
полученных для атома водо-
рода, в ряде случаев получает-
ся достаточно просто. Напри-
мер, для водородоподобного 
атома (ион атома гелия или 
другого, более тяжелого иона, 
в котором вокруг ядра движет-
ся один электрон) энергетический спектр получается из формулы (5.27) путем 
замены заряда ядра е на Ze, где Z – порядковый номер химического элемента:

 
,

 

 

1, 2,3,...n  (5.33) 

Для щелочных металлов процессы излучения и поглощения похожи на 
процессы в атоме водорода. Они определяются в основном переходами внеш-
него (валентного) электрона. Схема уровней в этом случае подобна атому во-

1s np 2, 3, ...n

 

2 4

2 2 2
04 2
e

n

m Z e
E

n
 


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Рис. 5.7 

дорода. Состояния валентного электрона также нумеруются главным и орби-
тальным квантовыми числами (n, l). Различные ряды уровней отличаются 
значением орбитального момента 0,1,2,3,4,...L   и обозначаются буквами S , 
P , D , F , G , … 

Ридберг показал, что в линейчатых спектрах химических элементов на-
блюдаются спектральные серии, частоты   всех линий данной серии удовле-
творяют соотношению 

, 

где n1 и n2 – некоторые целые числа. 
Функции Т(n) называются спектральными термами.  

§ 174. Магнитомеханические явления. 
 Спин электрона 

Рассмотрим опыты, в которых впервые экспериментально была обнару-
жена связь между орбитальными магнитными и механическими моментами 
электрона и определено гиромагнитное отношение. 

Опыт Эйнштейна и де Хааза1 
Стержень 1 из ферромагнетика, подвешенный на упругой нити 2, поме-

щается внутрь соленоида 3 (рис. 5.7), который запитывался переменным элек-
трическим током. Намагничивание стержня приводит к его вращению, так как 

магнитные орбитальные моменты электронов 
устанавливаются по направлению магнитного 
поля соленоида, а механические орбитальные 
моменты ориентируются против поля. При этом 
суммарный механический момент электронов, 
первоначально равный нулю (вследствие беспо-
рядочной ориентации некоторых моментов), ста-
новится отличен от нуля. Стержень приобретает 
момент импульса и совершает крутильные коле-
бания вокруг своей оси. Для усиления эффекта 
собственные частоты крутильных колебаний и 
переменного электрического тока подбирались 
так, чтобы имел место резонанс. По смещению 
светового луча 5, отраженного от зеркальца 4, 
закрепленного на кварцевой нити, измерялась 
амплитуда колебаний. Опыты позволили найти 
отношение магнитного орбитального момента 
электрона к его механическому орбитальному 
моменту (гиромагнитное отношение), которое 

                                                            
1 В. де Хааз (1878–1960) – голландский физик. 

   2 1Т n T n  



415 

оказалось равным e m , т. е. в два раза больше значения, определенного по 

формуле (3.140). 
Опыт Барнетта1 
Барнетт проделал опыт по определению гиромагнитного отношения, при-

водя железный стержень в быстрое вращение и измеряя возникающую в нем 
намагниченность. По опытам Барнетта значение гиромагнитного отношения 
оказалось в два раза больше теоретического, рассчитанного по формуле (3.140). 

Явления, наблюдаемые в опытах Эйнштейна и де Хааза и Барнетта, по-
лучили название магнитомеханические явления. 

В 1925 г. Д. Ю. Уленбек2 и С. А. Гаудсмит3 для объяснения результатов 
рассмотренных опытов выдвинули гипотезу о том, что электрон, помимо ор-
битальных механического и магнитного моментов, обладает собственным 
механическим моментом sL  который они назвали спином (spin – вращение). 

Спин электрона – это такое же его свойство, как масса m и заряд е. Спи-
ну электрона соответствует собственный магнитный момент 

s s

e
p L

m
  . 

Было установлено, что 

  3
1

2SL s s    , (5.34) 

Б

3
3

2s

e
p

m
   


, (5.35) 

где 1 2s   – спиновое квантовое число электрона; 23
Б

Дж
0,927 10

2 Тл

e

m
  

  – 

магнетон Бора (единица магнитного момента). 
Отношение собственного магнитного sp  и механического sL  моментов 

электрона (гиромагнитное отношение) равно 

s

s

p e

L m
  , 

что находится в соответствии с опытными данными. 
Исследование спектров водорода показало, что каждая спектральная ли-

ния состоит из двух или более близких линий. Это явление называется тон-
кая структура спектральных линий. 

                                                            
1 Сэмюэл Джексон Барнетт (1873–1956) – американский физик. 
2 Джордж Юджин Уленбек (1900–1974) – американский физик. 
3 Самюэл Абрахам Гаудсмит (1902–1979) – американский физик. 
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При помещении атома в магнитное поле спектральная линия оказывается 
расщепленной на две компоненты с почти одинаковыми, но все же отличаю-
щимися частотами. Это явление называется эффектом Зеемана. 

Наличие спина у электрона позволило объяснить как магнитные свойства 
ферромагнетиков, так и особенности оптических спектров. 

§ 175. Опыт Штерна и Герлаха 

Эксперимент, осуществленный Штерном и Герлахом1 в 1921 г., подтвер-
дил идею о пространственном квантовании спинового момента электрона. 

Схема опыта показана на рис. 5.8. Пучок атомов, испускаемых серебром М, 
разогретым в печи, проходя в вакуумированном сосуде через систему диафрагм D 
и через сильно неоднородное магнитное поле, попадал на фотопластинку Ф. Не-
однородность магнитного поля достигалась конструкцией полюсных наконечни-
ков электромагнита. До включения магнитного поля на фотопластинку падал 
узкий пучок атомов, фиксируя на ней тонкую сплошную полоску. 

В соответствии с классической теорией после прохож-
дения пучка атомов через сильно неоднородное магнитное 
поле на фотопластинке должна образовываться сплошная 
растянутая полоса. Согласно квантовой теории невозбуж-
денные атомы не имеют магнитного момента, обусловлен-
ного движением электрона вокруг ядра, и поэтому на атомы 
магнитное поле не действует и они должны двигаться строго 
по прямой линии в центр экрана. Однако в опытах с пучком 

атомов серебра были зафиксированы две резко выраженные линии, располо-
женные симметрично относительно центра. Анализ показал, что на атом в 
неоднородном магнитном поле действует сила 

x s

e dB
F m

m dx
 


, 

где e и m – заряд и масса электрона; B – индукция магнитного поля; ms – маг-
нитное спиновое квантовое число. 

Атомы, для которых ms = –1/2, смещаются в положительном направле-
нии оси x, так как для них Fx > 0. Для атомов с ms = +1/2 сила Fx < 0, и они 
смещаются в противоположную сторону. 

Опыт Штерна–Герлаха был повторен с атомами водорода, меди, золота, 
натрия, калия и во всех случаях наблюдалось раздвоение пучка. 

Эти опыты показали, что электрон имеет спиновой магнитный момент, 
который может принимать одну из двух дискретных ориентаций относитель-
но внешнего поля, т. е. проекция спина электрона и его магнитного момента 
на направление внешнего магнитного поля является квантованной величиной. 

                                                            
1 Вальтер Герлах (1889–1979) – немецкий физик. 

Рис. 5.8
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§ 176. Принцип Паули. 
Периодическая система элементов Менделеева 

В 1925 г. Паули1 выдвинул принцип, который гласил: в одном и том же 
атоме не может быть двух электронов, имеющих набор одних и тех же 
квантовых чисел. 

Ранее отмечалось, что число электронов Z в атоме совпадает с номером 
элемента в периодической системе Менделеева. Поведение электронов в ато-
ме подчиняется двум основным принципам: 

1) электрон находится в состоянии с минимальной энергией, 
2) принцип Паули. 
Эти принципы лежат в основе распределения электронов по энергетиче-

ским уровням и определяют положение атома в периодической системе эле-
ментов Менделеева. 

Состояние электрона в атоме характеризуется четырьмя квантовыми 
числами: главное квантовое число n, принимающее значения 1, 2, 3,…; орби-
тальное квантовое число l со значениями 0, 1, 2,…, (n – 1); магнитное кванто-
вое число m, принимающее значения 0, 1, 2,…, l, и спиновое квантовое 
число s = 1/2. 

Электроны в атоме в зависимости от значения квантового числа n обра-
зуют оболочки, которые подразделяются на подоболочки, отличающиеся зна-
чениями орбитального квантового числа l. Обозначение оболочек представле-
но в табл. 5.2. 

Таблица 5.2 

Значение числа n 1 2 3 4 5 6 … 
Обозначение оболочки K L M N O P  … 
Орбитальное квантовое 
число l  

0 1 2 3 4 5 … 

Обозначение подоболочки s p d f g h  … 
 
Атом водорода H имеет один электрон (Z = 1). По принципу минималь-

ной энергии его главное квантовое число n = 1, орбитальное квантовое число 
l = n – 1 = 0, магнитное квантовое число m = 0, а s = 1/2. Очевидно, что он 
будет находиться в K-оболочке, состояние электрона обозначается 1s, спин 
которого может иметь произвольную ориентацию. 

Следующий элемент гелий He с зарядовым числом 2Z   (два электро-
на). Оба электрона находятся в K-оболочке в состоянии 21s , но по принципу 
Паули их спиновые квантовые числа различны: 1 2  и 1 2  (антипараллель-

ная ориентация спинов). Атом гелия заканчивает заполнение K-оболочки. 

                                                            
1 Вольфганг Паули (1900–1958) – швейцарский физик. 
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Число состояний N электрона в атоме при данном значении главного кванто-
вого числа 1n   согласно (5.28) 2 1N n  , но с учетом спина удваивается и 

принимает значение 1 2N  . Это число состояний образует период таблицы 
элементов, заканчивающийся гелием. 

Далее осуществляется построение L-оболочки, в которой может размес-
титься 2 8N   электронов. Заполнение начинается с атома лития Li, имеюще-

го три электрона, два из которых находятся в состоянии 1s , а третий электрон 
по принципу Паули не может находиться в этом состоянии и попадает в L-
оболочку в состояние 2s . Заполнение L-оболочки заканчивается атомом не-
она Ne  (см. табл. 5.3). 

Затем идет построение M-оболочки, которая по формуле (5.28) может 
содержать 3 18N   электронов, имея в своем составе три подоболочки 3s , 

3p  и 3d . Как и в предыдущих случаях, сначала заполняются K- и L-

оболочки, а затем в M-оболочке сначала заполняется подоболочка 3s , потом 
. Построение M-оболочки начинается с атома натрия Na и заканчивается 

атомом криптона Kr. Как видно из табл. 5.3, инертные газы: Ne – неон, Ar – 
аргон, Kr – криптон, Xe – ксенон, имеют одинаковые внешние оболочки из 8 
электронов; во внутренней оболочке щелочных металлов (Li – литий, na – 
натрий, K – калий, Rb – рубидий, Cs – цезии, Fr – франций) имеется лишь 
один s-электрон; во внешней оболочке щелочно-земельных металлов (Be – 
бериллий, Mg – магний, Ca – кальций, Sr – стронций, Ba – барий, Ra – радий) 
имеются два s-электрона. 

 

Таблица 5.3 

Элемент

K L M N 

ЭлементK L M 

N O P 

1s 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p
1s
1p

4d 4f 5s 5p 5d 6s 

1H 
2He 

1 
2 

- 
- 

- 
- 

- 
- 

- 
- 

- 
- 

- 
- 

- 
- 

37Rb 
38Sr 
39Y 
40Zr 
41Nb 
42Mo 
43Tc 
44Ru 
45Rh 
46Pd 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 

18 
18 
18 
18 
18 
18 
18 
18 
18 
18 

8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 

- 
- 
1 
2 
4 
5 
5 
7 
8 
10 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

1 
2 
2 
2 
1 
1 
2 
1 
1 
- 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

3Li 
4Be 
5B 
6C 
7N 
8O 
9P 
10Ne 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

- 
- 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

3p
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Окончание табл. 5.3 

11Na 
12Mg 
13Al 
14Si 
15P 
16S 
17Cl 
18Ar 

2
2
2
2
2
2
2
2

8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 

1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

- 
- 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

47Ag 
48Cd 
49In 
50Sn 
51Sb 
52Te 
53I 

54Xe 

2
2
2
2
2
2
2
2

8
8
8
8
8
8
8
8

18
18
18
18
18
18
18
18

18 
18 
18 
18 
18 
18 
18 
18 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

- 
- 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

19K 
20Ca 
21Sc 
22Ti 
23V 
24Cr 
25Mn 
26Fe 
27Co 
28Ni 

2
2
2
2
2
2
2
2
2
2

8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 

8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 

- 
- 
1 
2 
3 
5 
5 
6 
7 
8 

1
2
2
2
2
1
2
2
2
2

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

55Cs 
56Ba 
57La 
58Ce 
59Pr 
60Nd 
61Pm 
62Sm 
63Eu 

2
2
2
2
2
2
2
2
2

8
8
8
8
8
8
8
8
8

18
18
18
18
18
18
18
18
18

18 
18 
18 
18 
18 
18 
18 
18 
18 

- 
- 
- 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 

- 
- 
1 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

29Cu 
30Zn 
31Ga 
32Ge 
33As 
34Se 
35Br 
36Kr 

2
2
2
2
2
2
3
2

8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 

8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 

10
10
10
10
10
10
10
10

1
2
2
2
2
2
2
2

- 
- 
1 
2 
3 
4 
5 
6

64Gd 
65Tb 
66Dy 
67Ho 
68Er 
69Tu 
70Yb 
71Lu 

2
2
2
2
2
2
2
2

8
8
8
8
8
8
8
8

18
18
18
18
18
18
18
18

18 
18 
18 
18 
18 
18 
18 
18 

7 
8 

10
11
12
13
14
14

8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 

1 
1 
- 
- 
- 
- 
- 
1 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

 
Периодичность свойств химических элементов, открытая 

Д. И. Менделеевым, связана с периодичностью заполнения оболочек и подо-
болочек электронов, с номерами мест в них, определяемых квантовыми чис-
лами и разрешаемых принципом Паули. 

§ 177. Рентгеновское излучение 

В 1895 г. Рентген1 обнаружил лучи, обладающие большой проникающей 
способностью, впоследствии названные рентгеновскими лучами. 

Рентгеновские лучи можно получить с помощью рентгеновской трубки 
(рис. 5.9), состоящей из катода 1, фокусирующего цилиндра 2, анода 3 и ва-

                                                            
1 Вильгельм Конрад Рентген (1845–1923) – немецкий физик. 
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куумированной колбы 4. Катод 1 выполняется из вольфрама в виде спирали. 
За счет термоэлектронной эмиссии катод испускает электроны, которые фо-
кусируются цилиндром 2 на металлический анод 3. Между анодом и катодом 
прикладывается высокое напряжение – десятки киловольт. Давление газа в 
трубке 4 очень низкое, порядка 10–5 мм рт. ст. 

 

 
 
Электроны, вырываемые из катода и ускоренные внешним электриче-

ским полем, бомбардируют анод, при этом образуются рентгеновские лучи. 
Рентгеновские лучи представляют собой электромагнитные волны с дли-

ной волны (0,1 1) нм   . 

Спектр рентгеновского излучения содержит две компоненты (рис.5.10): 
сплошной спектр, обусловленный торможением электронов (тормозное излу-
чение), и отдельные спектральные линии характеристического излучения 
(максимумы K  и K  на рис. 5.10). 

Тормозное излучение наблюдается при напряжении U на рентгеновской 
трубке  ~ 30 50 кВ , не зависит от материала анода и определяется энергией 

бомбардирующих электронов. 
Кривая распределения интенсивности I, как видно из рис. 5.10, обрыва-

ется при длине волны 0 , которая зависит от приложенного к трубке напря-

жения: 

0

hc

eU
  , (5.36) 

где h – постоянная Планка; е – заряд электрона; с – скорость света в вакууме. 
При повышении напряжения на трубке наблюдается характеристическое 

излучение, обусловленное возбуждением внутренних электронных оболочек 
атомов анода. Характеристическое излучение определяется природой вещест-
ва, из которого изготовлен анод. 

Рис. 5.9 

1 2 3 4

Рис. 5.10

I

0,1 0 0,2 

K

K

, нм  
0
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Г. Мозли1 установил закон для определения частоты спектральных линий 
характеристического излучения: 

1 12( )
2 2

v R Z
m n


 

    
 

, (5.37) 

где v – частота, соответствующая данной линии; R – постоянная Ридберга;  
Z – атомный номер химического элемента (вещества анода);  – постоянная 
экранирования, принимающая различные значения для каждой серии спек-
тра; m = 1, 2, 3, ... (определяет серию спектра); n принимает целочисленные 
значения, начиная с m + 1 (определяет отдельную линию в  соответствую-
щей  серии). 

С помощью закона Мозли по измеренной длине волны спектральной ли-
нии рентгеновского излучения весьма точно определяется атомный номер 
химического элемента. 

Благодаря высокой проникающей способности рентгеновские лучи нахо-
дят широкое применение в медицине (диагностика и лечение ряда заболева-
ний), в дефектоскопии изделий, в металловедении при определении структу-
ры кристаллов и т. д. 

§ 178. Индуцированное излучение. Лазеры 

Переход атома или молекулы из одного энергетического состояния в 
другое сопровождается поглощением или излучением квантовой энергии. Та-
кие переходы могут происходить как спонтанно (например, люминесценция), 
так и под действием внешнего электромагнитного поля. Если квантовая сис-
тема излучает энергию под действием внешнего электромагнитного поля, то 
такое излучение называется индуцированным. Отличительной чертой индуци-
рованного излучения является то, что оно совпадает по частоте, направлению 
и поляризации с внешним, падающим на вещество излучением, и когерентно 
во всем объеме. 

Когда квантовая система, через которую проходит электромагнитная 
волна, находится в термодинамическом равновесии, то населенность нижних 
энергетических уровней системы больше, чем верхних, и большее число ато-
мов переходит в единицу времени с нижних уровней на верхние, чем наобо-
рот. Хотя вероятности перехода с уровня на уровень при этом в обоих на-
правлениях одинаковы. 

                                                            
1 Генри Гвин Джефриз Мозли (1887–1915) – английский физик. 
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Если квантовая система находится в возбужденном состоянии, то насе-
ленность верхних энергетических уровней значительно больше населенности 
нижних уровней, в этом случае под влиянием внешнего излучения большее 
число атомов переходит в единицу времени с верхних уровней на нижние. 
Этот процесс сопровождается индуцированным излучением. 

 

Состояние системы, при котором число атомов в возбужденном состоя-
нии больше, чем в основном, называется состоянием с инверсной населенно-
стью. Для достижения такого состояния используется оптическая накачка. 

Таким образом, имея возбужденную квантовую систему, можно полу-
чить усиление падающего слабого излучения. 

Приборы, генерирующие индуцированное излучение, называются кван-
товыми генераторами. 

В начале 50-х годов советские физики Н. Г. Басов1 и А. М. Прохоров2, а 
также независимо от них американский физик Ч. Х. Таунс3 создали первые 
квантовые генераторы – мазеры, работающие в диапазоне сантиметровых 
волн. В 1960 г. Т. Г. Мейман4 создал первый оптический квантовый генера-
тор – лазер, работающий в видимой области спектра. 

Рабочим телом в первом лазере (рис. 5.11) служил цилиндр 1 диаметром 
порядка 1 см и длиной 5 см, изготовленный из розового рубина, который 
представлял собой окись алюминия Al2O3 с примесью 0,05% Cr2O3. Плоские 
торцы цилиндра были тщательно отполированы и параллельны с большой 
степенью точности. На них наносилось серебряное покрытие таким образом, 

                                                            
1 Николай Геннадиевич Басов (1922–2001) – советский физик. 
2 Александр Михайлович Прохоров (1916–2002) – советский физик.  
3 Чарльз Хард Таунс (1915-2015) – американский физик. 
4 Теодор Гарольд Мейман (1927-2007) – американский физик. 

Рис. 5.11

1 2 3

4
источник

ЭДС

лазерный

пучок
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что торец  цилиндра 4 полностью отражал свет, а торец 
3 способен пропускать около 10% упавшей на него све-
товой энергии. Рубиновый цилиндр помещался внутрь 
спиральной импульсной лампы 2, дающей яркое излу-
чение. За счет энергии этого излучения происходит 
возбуждение ионов хрома, которые участвуют в гене-
рации лазерного излучения. Кроме основного состоя-
ния 1 (рис. 5.12) у иона хрома существуют возбужден-
ные состояния 2 и 3. Уровень 2 получил название метастабильного уровня, 
так как время жизни его на несколько порядков больше, чем у обычных со-
стояний, и составляет примерно 10–3 с.  

Переход в состояние 1 из состояния 2 осуществляется под воздействием 
внешней электромагнитной волны. Как только несколько атомов осуществят 
этот переход, они стимулируют вынужденное излучение других атомов, и на-
чинается лазерная генерация.  

Для перевода системы в метастабильное состояние используется оптиче-
ская накачка. Накачку выполняет ксеноновая лампа – вспышка, излучающая 
свет с длиной волны 550 нм.  Световая энергия от лампы проникает через 

прозрачный кристалл и переводит ионы хрома из основного состояния 1 в 
возбужденное состояние 3. Подавляющее число атомов путем безызлучатель-
ного перехода попадают на метастабильный уровень 2, в котором живут срав-
нительно долго. Уровень 2 становится перенасыщенным. Так «накапливает-
ся» энергия. Затем происходит вынужденный переход из состояния 2 в 
состояние 1. Начинают излучаться волны во всех направлениях.  

Волна, идущая вдоль цилиндра, многократно отражается  от его торцов, 
так как один из торцов зеркальный, а другой полупрозрачный. Эта волна ос-
вобождает энергию, накопленную на метастабильных уровнях, и быстро уси-
ливается. Через полупрозрачный торец из рубина выходит кратковременный 
импульс красного цвета. Лазерный луч монохроматичен, обладает высокой 
когерентностью, большой интенсивностью и имеет очень малый (порядок  
10–5 рад) угол расхождения. 

Лазеры используются в технике: для сварки, резки, плавления металлов; 
в медицине вместо скальпеля; в светолокаторах для измерения расстояний, в 
голографии как источники света и т. д. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 79. Найдите длину волны де Бройля: а) для электрона, движуще-

гося со скоростью 6v 10 м/с ; б) атома водорода, движущегося со средне-

Рис. 5.12 

1

2

3
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квадратичной скоростью при температуре 300 КT  ; в) шарика массой 

1 гm  , движущегося со скоростью v 1 см/с . 

 
Решение. Длина волны де Бройля определяется по 
формуле (5.10): 

v

h

m
  , (1) 

когда частота нерелятивистская, т. е. скорость дви-
жения v гораздо меньше скорости света c. 

Масса релятивистской частицы  

0

2 21 v

m
m

c



 

и формула (1) примет вид 

2 2

0

1 v

v

h c

m



 , (2) 

где m0 – масса покоя частицы; h – постоянная Планка. 
а) Так как скорость электрона v соизмерима со скоростью света с, то для 

определения   воспользуемся уравнением (2): 

2 2

0

1 v
; 727 пм.

v


 

h c

m
   

б) Среднеквадратичную скорость атома водорода найдем по формуле 
(2.25): 

3
v ; v 2733 м/с, 

RT


 

где 
Дж

8,31
моль К

R 


 – универсальная газовая постоянная;   – молярная мас-

са атома водорода. 
Так как v c , то длину волны найдем по формуле (1): 

; 146 пм,
v v

  АhNh

m
 


 

Дано: 
a) 31

0 9,1 10 кгm    

    6v 10 м/с  
б) 300 КT   

    3 кг
10

моль
   

в) 310 кгm   

    –2v 10 м/c  
 = ? 
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где 23 –16,02 10 мольAN    – постоянная Авогадро. 
в) Так как скорость шарика v c , то по формуле (1) найдем 

296, 62 10 м   . Ввиду малости   волновые свойства шарика обнаружить 
невозможно. 

Ответ: а) 727 пм, б) 146 пм, в) 296, 62 10 м . 

 
Задача 80. Оцените с помощью соотношений неопределенностей мини-

мальную кинетическую энергию электрона, движущегося внутри сферы ра-
диусом R = 0,05 нм, со скоростью v << c. 

 
Решение. Соотношение неопределенностей для ко-
ординаты и импульса имеет вид (5.11): 

,x p      (1) 

где x  – неопределенность координаты частицы; p  – неопределенность ее 

импульса; 341, 05 10 Дж с    – постоянная Планка. Электрон движется внут-
ри сферы радиусом R. Можно считать, что электрон будет находиться в пре-
делах области с неопределенностью 

x R  . (2) 

Физически неопределенность импульса p  не должна превышать значе-

ние самого импульса p , т. е. 

p p  .  (3) 

Для нерелятивистской частицы кинетическая энергия 
2

к

v

2

m
E  , а им-

пульс vp m , отсюда запишем: 

к2p mE .   (4) 

Подставив выражения (2)–(4) в уравнение (1), получим 

Rp     или  к2R mE   . (5) 

Выполняя подстановку, изменение импульса p  заменим значением 

к2p mE , 

Дано: 
100,5 10 мR    

к minE = ? 
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так как такая замена не нарушает неравенства. Из выражения (5) находим: 
2

к 22
E

R m



. (6) 

Переходя в уравнении (6) к равенству, определим минимальную кинети-
ческую энергию электрона: 

2
18

к min к min2
; 2,42 10 Дж 15 эВ.

2
   


E E

R m
 

Ответ: к min 15 эВE  . 
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Глава 28 
ЭЛЕМЕНТЫ ФИЗИКИ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 

§ 179. Энергетические зоны металлов, диэлектриков 
и полупроводников 

В отдельном атоме, как было показано ранее, электроны могут занимать 
вполне определенные (разрешенные) энергетические уровни, образуя дис-
кретный спектр. Самый низкий энергетический уровень соответствует основ-
ному состоянию, а более высокие уровни – возбужденным состояниям. В 
промежутках между энергетическими уровнями значения энергии для элек-
тронов запрещены. Состояния электронов в атоме определяются квантовыми 
числами n, l, m и s. Их принято изобра-
жать в виде схемы уровней (рис. 5.13). 
На каждом энергетическом уровне, со-
гласно принципу Паули, могут нахо-
диться не более двух электронов, имею-
щих противоположно направленные 
спины. Заполнение уровней происходит 
в определенной последовательности: 
сначала заполняется самый низкий энер-
гетический уровень, затем следующий 
и т. д. Последний энергетический уро-
вень, заполненный при 0 КT  , назы-

вается валентным. В кристалле разре-
шенные энергетические уровни расще-
пляются, образуя широкие зоны. Внеш-
ние электроны оказываются в валент-
ной зоне или в частично заполненной 
зоне, следующей за валентной, назы-
ваемой зоной проводимости. Между 
разрешенными зонами расположены 
запрещенные зоны, состоящие из значе-
ний энергий, которыми электроны об-
ладать не могут. На рис. 5.14 показано 
распределение зон в кристалле. 

У диэлектриков валентные зоны 
заполнены электронами, зона проводи-

Рис. 5.13 

E

атом кристалл 

Рис. 5.14 

E
Зона проводимости 

Запрещенная зона 

Валентная зона 

Запрещенная зона 

Заполненная зона 
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мости практически пуста, а ширина запрещенной зоны E  настолько велика 
(порядка нескольких электрон-вольт), что энергия теплового движения элек-
тронов недостаточна для переброски их из валентной зоны в зону проводимо-
сти (рис. 5.15). В полупроводниках валентная зона также полностью заполне-
на электронами, но ширина запрещенной зоны сравнительно невелика  
( ~ 1 эВE ) и при нормальных условиях на каждые 109 атомов приходится 

одна пара носителей электрических зарядов, появляющихся под действием 
света или теплоты. 

 

 
 

В металлах валентная зона и зона проводимости расположены так близ-
ко, что могут частично перекрываться. Сравнительно небольшая энергия 

 23 22~ 10 10 эВE     способна перевести валентные (свободные) электроны 

на более высокие энергетические уровни. Поэтому электроны легко ускоря-
ются электрическим полем и металлы являются хорошими проводниками 
электрического тока. 

Свободные электроны в металлах образуют электронный газ, так как их 
поведение подобно молекулам идеального газа.  

Согласно квантовой модели проводимости электроны в металлах подчи-
няются распределению Ферми1–Дирака2: 

                                                            
1 Энрико Ферми (1901–1954) – итальянский физик. 
2 Поль Адриен Морис Дирак (1902–1984) – английский физик. 

Рис. 5.15

E  

зона проводимости

валентная зона 

диэлектрик полупроводни металл

E  

E
E
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1

exp 1
i

i F

n
E E

kT


   

 

, 
(5.38) 

где <ni> – среднее число электронов, находящихся на уровне энергии Ei; EF – 
энергия (уровень) Ферми; k – постоянная Больцмана; Т – температура. 

Уровень Ферми FE  – это максимальная энергия, которую могут иметь 

электроны при абсолютном нуле температуры. Энергия Ферми слабо зависит 
от температуры: 

22
0

0
1

12F F
F

kT
E E

E

  
    
   

, (5.39) 

где 
 2/32 2

0
3

2F

n
E

m





 – энергия Ферми при абсолютном нуле температуры;  

ћ – постоянная Планка; m – масса электрона; n – концентрация электронов в 
металле. 

Отношение 

F
F

E
T

k
  

называется температурой Ферми. Если FTT  , электронный газ называет-

ся вырожденным, если FT T , то электронный газ называется невырожден-

ным. Электронный газ в металлах даже при температурах плавления ( 3~ 10 К ) 
является вырожденным. Поэтому электронный газ вносит малый вклад в теп-
лоемкость металлов. 

§ 180. Полупроводники. 
Собственная и примесная проводимость полупроводников 

По способности проводить электрический ток все вещества делятся на 
проводники, полупроводники и изоляторы. Металлы являются хорошими 
проводниками, большинство других веществ (резина, слюда и т. д.) – изоля-
торы. Вещества, принадлежащие к промежуточной, но резко обособленной 
категории, называются полупроводниками. 

Большинство полупроводников – это твердые кристаллические вещества. 
Ярко выраженными полупроводниками являются кремний и германий. 

Электропроводимость чистых (т. е. без примесей) полупроводников на-
зывается собственной. 
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Рассмотрим механизм электрической 
проводимости на примере таких полупро-
водников, как германий или кремний.  

Межатомные связи в любых кристал-
лах, в том числе и полупроводниковых, осу-
ществляются с помощью валентных элек-
тронов, находящихся во внешней 
электронной оболочке атома. 

Германий и кремний являются четы-
рехвалентными элементами, т. е. их внешняя 
оболочка состоит из четырех электронов. 
При образовании кристаллов атомы настоль-
ко сближаются, что их внешние электронные 

оболочки перекрывают друг друга. Взаимодействие электронных оболочек 
приводит к тому, что валентные электроны соседних атомов становятся об-
щими. Эти общие электроны и связывают между собой атомы кремния или 
германия, образуя ковалентные или парноэлектронные связи (рис. 5.16). 

При температурах, близких к абсолютному нулю, все валентные элек-
троны в полупроводниках связаны и свободно заряженных частиц (т. е. элек-
тронов проводимости) в кристаллах нет. Если поместить такой кристалл в 
электрическое поле, электрический ток не возникнет. При очень низких тем-
пературах чистые полупроводники являются диэлектриками. 

При нагревании или облучении чистого полупроводника кинетическая 
энергия валентных электронов увеличивается и некоторые из парноэлектрон-
ных связей разрушаются. В результате этого в полупроводнике появляются 
свободные электроны. Если валентный электрон становится свободным, то 
атом, которому он раньше принадлежал, превращается в положительный ион 
с зарядом, равным по абсолютному значению заряду электрона. 

Вакантные места, появляющиеся в валентных связях после освобожде-
ния электрона, называются дырками. Так как в чистом полупроводнике дырки 
появляются одновременно с образованием свободных электронов, то число 
дырок в нем равно числу свободных электронов. 

Образование дырок происходит в результате перехода электрона с верх-
него энергетического уровня валентной зоны в зону проводимости. 

В отсутствие внешнего электрического поля дырки и свободные элек-
троны движутся в кристалле полупроводника хаотически. При наложении на 
полупроводник внешнего электрического поля свободные электроны и дырки 
в нем начинают двигаться упорядоченно: электроны против направления 
внешнего электрического поля, дырки – по направлению этого поля, что и 
создает электрический ток. 

Итак, собственная электропроводность   обусловлена отрицательно за-

ряженными электронами и положительными дырками: 

 Рис.5.16 
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 e n pq n U U   , (5.40) 

где n – концентрация свободных электронов, равная концентрации дырок; nU  

и pU  – собственная подвижность электронов и дырок; eq  – элементарный 

заряд. 
При повышении температуры (или при облучении) число разорванных 

связей в полупроводнике (а следовательно, число свободных электронов и 
дырок) увеличивается. Это приводит к уменьшению удельного сопротивления 
полупроводников. Удельное сопротивление полупроводника может резко 
уменьшиться при введении в него незначительного количества примесей. 

При наличии в полупроводнике примеси в нем, наряду с собственной 
проводимостью, возникает дополнительная – примесная проводимость. Из-
меняя концентрацию примеси, можно значительно изменить число носителей 
заряда того или иного знака. Примеси могут служить дополнительным по-
ставщиком электронов в кристаллы полупроводника. Например, в решетке 
полупроводника один атом германия, имеющий четыре валентных электрона, 
заменен атомом примеси, который имеет пять валентных электронов (мышь-
як, сурьма). 

Четыре валентных электрона примесного атома будут участвовать в об-
разовании парноэлектронных  связей с соседними атомами германия, а пятый 
электрон окажется лишним. Этот электрон очень слабо связан со своим ато-
мом, легко может его покинуть и стать свободным электроном. Кристалл по-
лупроводника в этом случае приобретает свободные электроны в основном от 
атомов примеси.  

Примеси, отдающие электроны, называются донорными. В полупровод-
нике с донорной примесью основным носителем тока являются электроны. 
Под действием электрического поля эти электроны приходят в упорядоченное 
движение и в полупроводнике возникает электронная примесная проводи-
мость. Полупроводники с такой проводимостью называются электронными 
или полупроводниками n-типа (n – начальная буква слова negative, т. е. отри-
цательный). 

Если в качестве примеси взять трехвалентный химический элемент (ин-
дий, бор, алюминий), то трехвалентный атом примеси своими электронами 
может заполнить лишь три валентные связи с соседними атомами. Возникает 
недостаток одного электрона для образования всех парно-электронных связей 
в решетке четырехвалентного германия. Незаполненная валентная связь будет 
дыркой. Сюда может перейти валентный электрон от соседнего основного 
атома. При этом трехвалентный атом станет отрицательным ионом, а у сосед-
него атома, потерявшего электрон, возникнет положительная дырка, которая, 
в свою очередь, может быть заполнена электроном от следующего соседнего 
атома решетки, и т. д. 
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Таким образом, трехвалентная примесь отнимает у решетки электроны, 
создавая дырки. Под действием электрического поля дырки перемещаются по 
направлению поля, и в полупроводнике возникает дырочная примесная про-
водимость. 

Примеси, которые приводят к дырочной примесной проводимости, назы-
ваются акцепторными. Присутствие в кристалле акцепторной примеси созда-
ет большую концентрацию дырок, которые становятся основными носителя-
ми тока. Полупроводники с преобладанием дырочной проводимости 
называются проводниками p-типа (р – начальная буква слова positive, т. е. 
положительный). 

В легированных полупроводниках примеси создают дополнительные 
энергетические состояния между зонами. В полупроводнике n-типа 
(рис. 5.17,а) донорные энергетические уровни расположены ниже дна зоны 
проводимости. Электроны на этом уровне легко приобретают дополнитель-
ную энергию и переходят в зону проводимости. В полупроводниках р-типа 
акцепторные уровни расположены немного выше потолка валентной зоны, и 
электроны валентной зоны могут легко переходить на них. В результате обра-
зуются положительно заряженные дырки (светлые кружки на рис. 5.17,б). За-
полненная электроном дырка перемещается.  

 

 
 
Итак, примесная проводимость в полупроводниках n-типа обусловлена 

движением электронов, а в полупроводниках р-типа – дырок. С увеличением 
температуры Т подвижность электронов и дырок уменьшается, электропрово-
димость  легированных полупроводников растет за счет увеличения концен-
трации носителей зарядов: 

0
b Тe   , (5.41) 

Рис. 5.17 
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где 0 – удельная проводимость при 0C; b – постоянная, зависящая от мате-
риала; е – основание натуральных логарифмов. 

§ 181. Полупроводниковый диод и транзистор 

Основным элементом большинства полупроводниковых приборов явля-
ется электронно-дырочный n-p-переход, который образуется в полупроводни-
ковом кристалле на границе между областями с электронной и дырочной про-
водимостью. Это может быть кристалл германия, у которого одна половина 
содержит донорную примесь, являясь полупроводником n-типа, а другая – 
акцепторную, представляя собой полупроводник р-типа. 

Благодаря тепловому движению бу-
дет происходить взаимная диффузия ос-
новных носителей тока через контакт по-
лупроводников. В результате на границе 
электронно-дырочного перехода образу-
ется запирающий электрический слой. 
Электрическое поле запирающего слоя 
препятствует дальнейшему переходу 
электронов и дырок через границу раздела 
полупроводников (рис. 5.18,а). 

Внешнее электрическое поле влияет на сопротивление запирающего 
электрического слоя. 

Если n-полупроводник подключить к отрицательному полюсу источника 
ЭДС, а плюс источника соединить с р-полупроводником, электрическое поле 
источника будет перемещать основные носители тока в каждой из областей к 
границе раздела полупроводников. Напряженность электрического поля запи-
рающего слоя уменьшится. Через контакт будет проходить электрический 
ток. Такое включение n-p-перехода называется прямым (пропускным). 

Если n-полупроводник соединить с положительным полюсом источника, 
а р-полупроводник – с отрицательным, основные носители тока под действи-
ем электрического поля источника будут перемещаться от границы контакта в 
противоположные стороны. Напряженность поля n-p-перехода увеличивается, 
а сопротивление приконтактной области значительно возрастает. При таком 
направлении внешнего поля электрический ток через n-p-переход практиче-
ски не проходит. Такое включение n-p-перехода называется обратным (запи-
рающим). 

Таким образом, контакт двух полупроводников с различными видами 
проводимости обладает свойством хорошо проводить ток в одном направле-
нии и очень плохо в противоположном. Поэтому полупроводник с одним n-p-
переходом называют полупроводниковым диодом и используют в выпрями-
телях переменного тока. 
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На протяжении половины пе-
риода, когда потенциал p-полу-
проводника положителен, ток сво-
бодно проходит через n-p-переход. 
В следующую половину периода 
ток равен нулю. 

Схематическое изображение 
диода показано на рис. 5.18,б. По-
лупроводниковые диоды обладают 
рядом преимуществ перед элек-
тронными двухэлектродными лам-

пами (экономия энергии, миниатюрность и т. д.), что позволяет широко ис-
пользовать их в различных электрических схемах, радио-, теле- и видеоаппа-
ратуре, в электронно-вычислительных машинах и т. д. 

Полупроводниковое устройство с двумя электронно-дырочными перехо-
дами называют транзистором (триод). 

С помощью соответствующих примесей в кристаллах германия или 
кремния создают три области: между двумя областями с проводимостью р-
типа создается слой с проводимостью n-типа. Эту тонкую прослойку называ-
ют базой (Б) (рис. 5.19,а). Одна из разделенных базой областей называется 
эмиттером (Э), а вторая – коллектором (К). Таким образом, между эмиттером 
и базой, а также коллектором и базой создаются два p-n-перехода, пропуск-
ные направления которых противоположны. 

На рис. 5.19,б показано условное обозначение транзистора. Оба p-n-
перехода соединены с двумя источниками ЭДС (рис.5.19,а). При этом пере-
ход «эмиттер–база» включен в прямом (пропускном), а переход «коллектор–
база» – в обратном (запирающем) направлении. 

При создании напряжения между эмиттером Э и базой Б основные носи-
тели эмиттера (дырки) переходят из него в базу,  создавая ток в этой цепи. 

Так как толщина базы очень мала, попавшие в нее дырки не объединяют-
ся с электронами базы и проникают в коллектор К. В коллекторе дырки увле-
каются электрическим полем и замыкают цепь. Сила тока в коллекторе при-
близительно равна силе тока в эмиттере. Поэтому при изменении силы тока в 
цепи эмиттера с помощью источника переменного напряжения одновременно 
во столько же раз изменяется сила тока в цепи коллектора. 

Эту особенность действия транзистора используют для управления то-
ком в цепи коллектора. Для этого в цепь коллектора включают резистор R с 
большим сопротивлением. Тогда небольшие изменения напряжения в цепи 
эмиттера могут вызвать значительные изменения напряжения на резисто-
ре. Это означает усиление напряжения. Следовательно, транзисторы можно 
использовать для усиления напряжения и мощности, т. е. для преобразования 
малых сигналов в большие. 

Рис. 5.19 
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§ 182. Термоэлектрические явления 

Возникновение электрического тока  в цепи, состоящей из нескольких 
металлов, спаи которых находятся при различных температурах, называется 
термоэлектрическим явлением  Зеебека1. Обратное явление называется явле-
нием Пельтье2. Поясним механизм этих явлений. 

Контактная разность потенциалов. Рассмотрим изменение потенци-
альной энергии электрона на границе раздела металла и вакуума (рис. 5.20,а). 
На рисунке нанесена зона проводимости  Еn  с уровнем Ферми.  Согласно рас-
пределению Ферми-Дирака электроны заполняют уровни от дна зоны прово-
димости до расположения уровня Ферми. Электроны в металле находятся в 
потенциальной яме. Чтобы удалить  электрон из металла в бесконечность,  
необходимо сообщить ему энергию не менее, чем  eφ. Эта энергия называется 
работой выхода электрона. 

Потенциальная энергия электрона вне металла уже на расстоянии поряд-
ка 10-6м практически равна нулю, поэтому потенциальную яму обычно изо-
бражают прямоугольной. 

Пусть два металла с различными работами выхода приведены в сопри-
косновение. Примем для определенности, что   eφ1 < eφ2. Тогда в первый мо-
мент после соприкосновения потенциальная яма будет иметь вид, представ-
ленный на рис.5.20,б.  В дальнейшем электроны начнут переходить из 
металла 1 в металл 2, поскольку в металле 2 имеются незанятые энергетиче-
ские уровни выше уровня  EF2 , но ниже уровня  EF1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Этот процесс выравнивания уровней будет продолжаться до тех пор, по-

ка не установится общий для системы уровень Ферми (рис.5.20,в). Таким об-
разом, в состоянии равновесия системы металл 1 будет иметь положительный 
заряд, а металл 2 – отрицательный. Следовательно, между точками, лежащи-
ми вне металлов в непосредственной близости к их поверхности, установится 
разность потенциалов U12, которая называется внешней контактной разно-
стью потенциалов. Значение U12  определяется из соотношения 

                                                            
1 Томас Иоганн Зеебек (1770–1831) – немецкий физик. 
2 Жан Шарль Пельтье (1785–1845) – французский физик. 
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                                          ଵܷଶ ൌ
௘ఝమି௘ఝభ

௘
 = ߮ଶ െ ߮ଵ.  (5.42) 

Между внутренними  точками металлов также имеется разность потен-
циалов,  которая называется внутренней контактной разностью потенциа-
лов. Ее значение определяется из следующего соотношения: 

ଵܷଶ
` =

ாಷభିாమಷ
௘

. (5.43)  

Контактная разность потенциалов  имеет значение порядка нескольких 
вольт, возникает также при соединении металла и полупроводника или двух 
полупроводников. 

Явление Зеебека.: в замкнутой электрической 
цепи, состоящей из двух разнородных проводников 
АСВ и АDB (рис. 5.21), спаи которых А и В нахо-
дятся при различных температурах (допустим, что 

1 2T T ), возникает электрический ток I. Следова-

тельно, в электрической цепи появляется термо-
электродвижущая сила.  

Термоэлектродвижущая сила слагается из сум-
мы скачков потенциалов в контактах А и В и суммы 

изменений потенциалов, вызванных диффузией носителей тока. Таким обра-
зом, возникающая термоЭДС обусловлена зависимостью уровня Ферми от 
температуры и диффузией электронов (или дырок). Скачок потенциала при 
переходе из одного металла в другой для спаев, находящихся при разных тем-
пературах, неодинаков и сумма  скачков внешних потенциалов для всей цепи 
отлична от нуля. ТермоЭДС, возникает также за счет разности потенциалов на 
концах неравномерно нагретого проводника.  В этом случае вдоль проводника 
образуется градиент концентрации электронов, так как электроны у нагретого 
конца имеют большую скорость и быстрее диффундируют к холодному кон-
цу, чем от холодного конца к горячему. Холодный конец заряжается отрица-
тельно, возникает электрическое поле, напряженность которого противопо-
ложна градиенту температур. 

Если разность температур спаев невелика, то значения термоЭДС оказы-
ваются пропорциональны этой разности температур спаев:  

E = α(Т1 – Т2), (5.44)   

где   – удельная термоЭДС, значение которой постоянно для данной пары 
металлов или полупроводников. Для большинства металлов удельная термо-
ЭДС  α=10-5 – 10-4 В/град, для полупроводников она гораздо больше и может 
достигать значения 10-3 В/град. 

При различных температурах спаев двух металлов также возникает диф-
фузия более быстрых электронов к холодному спаю, а более медленных – к 

Рис. 5.21 

Τ1 
I 

A  B 

C

D

ܶ2	



437 

нагретому. Это объясняется тем, что концентрация 
электронов с энергией FE E  у нагретого спая боль-

ше, чем у холодного, а концентрация электронов с 

FE E , наоборот, у нагретого спая будет меньше. 

Образование градиента концентрации вызывает диф-
фузию электронов, в результате которой у холодного 
спая окажется больше электронов, чем у горячего. 

Явление Зеебека используется при  измерениях температуры. Датчиком 
температуры при этом является термопара, которая изготавливается из двух 
разнородных металлических проволок 1 и 2 (рис. 5.22). Концы проволок в 
точках А и В спаяны. При измерениях  один спай помещают в среду, темпера-
туру которой необходимо определить, а другой поддерживается при постоян-
ной температуре (комнатной или 0 C ). Возникший в цепи термопары термо-
ток измеряют чувствительным микроамперметром. Предварительно 
проводится градуировка термопары. Термопары обладают рядом преиму-
ществ перед другими видами измерений: позволяют проводить  измерения в 
широком диапазоне изменения температур среды  с точностью до сотых до-
лей градуса, имеют высокую чувствительность и малую инерционность, до-
пускают  дистанционные измерения. 

Явление Зеебека можно использовать для генерации электрического 
тока путем прямого преобразования солнечной энергии в электрическую 
энергию. Однако КПД современных термогенераторов сравнительно не вы-
сок: порядка 15%. 

Явление Пельтье: при пропускании электрического тока по цепи, со-
стоящей из двух разнородных металлов или полупроводников, один спай на-
гревается, а другой – охлаждается. Температуры спаев оказываются различны. 
Количество теплоты, выделенной (или поглощенной) спаем: 

ПQ It ,  

где П  – коэффициент Пельтье; I – сила тока; t – время. 
Явление Пельтье используется в термоэлектрических полупроводнико-

вых холодильниках. 
 

  

Рис. 5.22
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Глава 29 
ФИЗИКА АТОМНОГО ЯДРА  

И ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ 

§ 183. Структура ядра атома 

Согласно современным представлениям атомное ядро состоит из нукло-
нов: протонов и нейтронов. Протон имеет положительный заряд, равный по 
величине заряду электрона. Масса протона –271,6726 10 pm кг примерно в 

1840 раз больше массы электрона. Нейтрон не имеет электрического заряда, а 

масса нейтрона приблизительно равна массе протона –271,6750 10 nm кг. 

Количество нуклонов в ядре определяется массовым числом M  (округ-
ленное значение атомной массы химического элемента), а число протонов 

pN Z  – зарядовым числом, равным порядковому номеру элемента в перио-

дической системе Д. И. Менделеева. Число нейтронов в ядре атома 

nN M Z  . Атомы одного и того же химического элемента, отличающиеся 

друг от друга числом нейтронов в их ядрах, называются изотопами данного 
элемента. Существуют, например, три стабильных изотопа кислорода. Приня-

ты условные символические обозначения химических элементов XM
Z  и эле-

ментарных частиц: 1
1 p  – протон, 1

0n  – нейтрон, 0
1e  – электрон и т. д. Изотопы 

кислорода, например, обозначаются 

16
8O ,  17

8O ,  18
8O . 

Приближенно размеры ядер впервые были определены Резерфордом в 
опытах по рассеянию  -частиц. Оказалось, что ядра имеют примерно сфери-
ческую форму, причем радиус возрастает в зависимости от массового числа М 
и может быть рассчитан по приближенной формуле 

15 1/ 31,2 10 , мr M   . 

Массы ядер принято измерять в атомных единицах массы (а.е.м). Масса 

нейтрального атома углерода 12
6C  принята за 12 а.е.м. Массы также выражают в 

единицах энергии электрон-вольтах (эВ). Согласно формуле Эйнштейна 2E mc  
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масса и энергия взаимосвязаны. 1а.е.м. 27
2

МэВ
1,6606 10 кг 931,5016

с
   . Ут-

верждение о том, что масса частицы равна 1 МэВ, эквивалентно тому, что 

масса равна 6 30
2

эВ
10 1,78 10 кг

с
  . Массы покоя некоторых частиц приведены 

в табл. 5.4. 
 

Таблица 5.4 

Частица 
Масса покоя 

кг а.е.м. МэВ 
Электрон 9,109510-31 0,00054858 0,51100 
Протон 1,6725610-27 1,007276 938,28 

Атом 1
1H  1,6735610-27 1,007825 938,79 

Нейтрон 1,6750010-27 1,008665 939,57 

§ 184. Ядерные силы. Энергия связи атомных ядер 

Ядро атома состоит из одноименно заряженных и нейтральных частиц. 
На первый взгляд, ядро атома должно разлететься на отдельные частицы. Од-
нако этого не происходит. Ядра атомов устойчивы, а значит, они удержива-
ются какими-то силами. Ядерные силы, как принято их называть, отличаются 
от всех других известных сил. Они не являются электромагнитными силами, 
так как в ядре есть нейтральные частицы. Но это и не гравитационные силы, 
поскольку ядерные силы весьма велики. Это самые мощные силы, которые 
наблюдаются в природе. Их величина примерно в 103 раз больше сил куло-
новского взаимодействия, поэтому взаимодействия частиц в ядре атома назы-
вают сильными взаимодействиями.  

Ядерные силы, действующие между двумя протонами или между двумя 
нейтронами, или между протоном и нейтроном, имеют одинаковую величину. 
В этом смысле протон и нейтрон не отличаются друг от друга и могут счи-
таться двумя состояниями одной частицы – нуклона. Их называют коротко-
действующими силами, так как радиус их действия порядка 1510 м . В отли-
чие от кулоновских, ядерные силы не являются центральными. 

Масса покоя ядра 

я а em m Zm   (5.45) 

всегда меньше суммы масс образующих ядро нуклонов на величину m , на-
зываемую дефектом масс и определяемую выражением 

  яp nm Zm M Z m m     , (5.46) 
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где аm  – масса покоя нейтрального атома; pm , nm  – массы покоя свободного 

протона и нейтрона соответственно; em  – масса электрона. 

Энергия, необходимая для полного расщепления ядра на нуклоны, назы-
вается энергией связи ядра. Энергию связи сE  рассчитывают по формуле 

2
сE m c   , (5.47) 

где c  – скорость света в вакууме; m  – дефект масс. 
Энергия связи сравнительно велика. Так, например, для ядра гелия она 

составляет 28,4 МэВ. В расчете на один нуклон приходится энергия связи 
7,1 МэВ. Энергия связи валентных электронов в атомах порядка 10 эВ, т. е. в 
миллион раз меньше.  

 

 
 
Удельной энергией связи называется полная энергия связи, деленная на 

число нуклонов в ядре, т. е. сE

M
. Например, для гелия она составляет 

28,3
МэВ 7,1 МэВ

4
 . На рис. 5.23  показана зависимость удельной энергии 

связи для стабильных ядер. Под стабильным понимается ядро, существующее 
сколь угодно долго. С ростом массового числа М происходит увеличение 
удельной энергии связи, при 50M   кривая выходит на насыщение, а затем с 

Рис. 5.23
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ростом М медленно снижается. Это означает, что более тяжелые ядра оказы-
ваются менее прочными.  

§ 185. Радиоактивность 

Радиоактивность – это спонтанное превращение атомных ядер одного 
химического элемента в ядра другого, сопровождающееся излучением и ис-
пусканием элементарных частиц. 

Явление радиоактивности было открыто в конце девятнадцатого века 
Беккерелем1. Некоторые вещества (полоний, уран, радий и др.) самопроиз-
вольно и непрерывно излучают частицы, которые обладают высокой прони-
кающей способностью. Такое излучение назвали радиоактивным.  

Радиоактивное излучение сильно ионизирует газы, оказывает воздейст-
вие на биологические объекты, проникает через непрозрачные предметы. 
При воздействии электрического или магнитного полей поток радиоактив-
ного излучения делится на три части: -частицы, -частицы, -лучи. - и -
частицы отклоняются в электрическом и магнитном полях в разные сторо-
ны. Следовательно, они несут заряды противоположных знаков, -лучи не 
отклоняются. Исследования показали, что  – частицы – поток электронов, 
движущихся с огромной скоростью, близкой к скорости света; -частицы – 
ядра атома гелия, которые движутся со скоростью порядка 107 м/с; -лучи – 
электромагнитные волны с очень короткой длиной волны ( 1010 м  ). Та-
ким образом, к радиоактивным процессам относятся: -распад, -распад,  
-излучение ядер и др. 

Радиоактивное излучение связано с процессами, происходящими внутри 
ядра атома. Ядра радиоактивных элементов превращаются в другие ядра. 
Происходит радиоактивный распад ядер. 

Альфа-распад протекает по схеме 

M 4 4
Z 2 2X Y HeM

Z

  . (5.48) 

При -распаде из материнского ядра (обозначенного в (5.48) буквой Х) 
образуется дочернее ядро Y. При этом выделяется -частица – ядро атома 
гелия. Например, при -распаде радий превращается в радон: 

226 222 4
88 86 2Ra Rn He  . (5.49) 

Альфа-распад обусловлен тем, что у тяжелых ядер сильное ядерное 
взаимодействие, проявляющееся между соседними нуклонами, не может про-

                                                            
1 Антуан Анри Беккерель (1852–1908) – французский физик. 
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тивостоять силам кулоновского отталкивания протонов. Энергия связи радио-
активного ядра слишком мала, чтобы ядро было стабильным. 

Бета-распад протекает по схеме 

M 0
Z+1 -1X YM

Z e v    . (5.50) 

Дочернее ядро имеет атомный номер на единицу больше, чем материн-
ское. При -распаде наряду с электроном испускается антинейтрино v . Ней-
трино и антинейтрино имеют нулевой заряд и нулевую массу покоя. Напри-
мер, -распад ядра 14

6C  происходит следующим образом: 

14 14 0
6 7 -1C N e v    . (5.51) 

В -распаде решающую роль играет слабое взаимодействие. -распад 
сопровождается испусканием -лучей. 

Гамма-излучение представляет собой фотоны, обладающие высокой 
энергией. Поскольку -излучение не имеет электрического заряда, то при  
-распаде не происходит превращения одного химического элемента в другой. 

При радиоактивном распаде выполняются классические законы сохране-
ния. Энергия, импульс, момент импульса и электрический заряд после распа-
да остаются такими же, как до распада. Помимо этого действует еще закон 
сохранения числа нуклонов: полное число нуклонов M остается неизменным 
при любом радиоактивном распаде. 

§ 186. Закон радиоактивного распада 

Процесс радиоактивного распада является случайным процессом, поэто-
му точно предсказать, когда произойдет распад, невозможно. Однако можно 
приближенно определить число ядер, распадающихся за данный промежуток 
времени. 

Пусть число распадов dN, происходящих за очень короткий промежуток 
времени dt, пропорционально dt и полному числу радиоактивных ядер N: 

dN Ndt  . (5.52) 

Коэффициент пропорциональности   называется постоянной распада. 
Знак минус указывает на то, что число N уменьшается. 

Интегрируя уравнение (5.52): 

0 0

N t

N

dN
dt

N
   , 

получим 

0
tN N e  , (5.53) 
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где N0 – количество нераспавшихся ядер в начальный момент времени t = 0;  
N – число нераспавшихся ядер в момент времени t. 

Уравнение (5.53) выражает закон радиоактивного распада, согласно ко-
торому число нераспавшихся ядер убывает со временем по экспоненциально-
му закону. 

Скорость распада характеризуется периодом полураспада T1/2. Период 
полураспада – это промежуток времени, за который распадается половина 
исходного количества ядер. Если принять N = N0/2 при t = T1/2, то из уравне-
ния (5.53) получим 

1/20
02

TN
N e   или 1/ 2

ln 2 0,693
. T

 
 (5.54) 

Период полураспада известных радиоактивных элементов изменяется в 
диапазоне от 2210  до 2810  с, т. е. до 2110 лет. 

Число распадов, происходящих в радиоактивном элементе за единицу 
времени, называется активностью вещества А. 

Пусть за промежуток времени dt распадается dN ядер. Используя выра-
жение (5.52), получим 

dN Ndt ܣ , ൌ
ௗே

ௗ௧
ൌ  (5.55) .ߣܰ

Активность радиоактивного вещества равна произведению постоянной 
распада на количество нераспавшихся в веществе ядер. 

Единицей активности в СИ является беккерель (Бк), равный одному рас-
паду в секунду. 

§ 187. Ядерные реакции. Ядерный реактор 

Ядерными реакциями называют изменения ядер атомов при их взаимо-
действии друг с другом или элементарными частицами. Эти реакции симво-
лически записываются в виде 

M 4 M+4
Z 2 Z+2X Y   

или 
1 1 0
1 2 1X YM M

Z Zp e
    . 

В ядерных реакциях выполняются законы сохранения электрического за-
ряда и числа нуклонов, например: 

14 4 17 1
7 2 8 1N He O p   , (5.56) 
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27 1 24 4
13 0 11 2Al Na Hen   , (5.57) 

7 1 4 4
3 1 2 2Li He Hep   . (5.58) 

Если энергия покоя ядер и элементарных частиц после реакции больше, 
чем до реакции, то реакция протекает с поглощением энергии, если меньше, 
то энергия выделяется в результате реакции. Например, при бомбардировке 
атома азота -частицами (реакция (5.56)) часть энергии переходит во внут-
реннюю энергию вновь образовавшегося ядра атома кислорода. 

Исследуя искусственные превращения элементов, Э. Ферми показал, что 
нейтроны наиболее эффективны для инициирования ядерных реакций. Ней-
троны электрически нейтральны, поэтому не отталкиваются положительно 
заряженным ядром и вероятность реакции у них гораздо выше, чем у прото-
нов или -частиц. 

При попадании нейтрона в ядра некоторых тяжелых элементов (уран, 
плутоний и др.) ядра делятся обычно на осколки неравной массы, образуя 2–3 
нейтрона. Такой распад тяжелого ядра называется ядерной реакцией деления. 

Образовавшиеся в результате реакции ядра-осколки и нейтроны разле-
таются с огромными скоростями, происходит деление ядра атома, сопровож-
даемое -излучением. При распаде ядра образуются новые элементы: барий, 
стронций, криптон и другие. 

Реакцию деления записывают в виде 

1 235 236
0 92 92 1 2U U N N нейтроныn     , (5.59) 

где 1N  и 2N  – ядра, образовавшиеся в результате реакции, называемые ос-

колками деления.  
Процесс деления протекает очень быстро, промежуточное ядро 236

92 U  су-

ществует порядка 1210 с . Типичной реакцией деления является 

1 235 141 92 1
0 92 56 36 0U Ba Kr 3n n    . (5.60) 

В реакции деления высвобождается огромная энергия, т. к. масса ядра 
235
92 U  существенно больше суммарной массы осколков деления.  

Нейтроны, образовавшиеся в результате реакции, попадая в другие ядра, 
могут вызвать цепную реакцию деления. При цепной реакции можно получить 
огромное количество энергии. 

Цепная реакция осуществляется в атомной бомбе. Если масса урана 235
92 U  

или плутония 239
94Pu  больше критической, нейтроны быстро размножаются и в 

результате цепной реакции происходит взрыв. 
Управляемые цепные реакции реализованы в ядерных реакторах. 
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Схема гетерогенного уранового реактора на тепловых нейтронах показа-
на на рис. 5.24. В активной зоне реактора расположены тепловыделяющие 
урановые элементы 1 и графитовый замедлитель 2, в котором скорости ней-
тронов уменьшаются. Стержни 3 с примесью кадмия или бора сильно погло-
щают нейтроны и служат для регулирования скорости реакции и для аварий-
ной остановки реактора. При опускании стержней 3 в реактор уменьшается 
количество нейтронов, при поднятии – увеличивается. Автоматическое уст-
ройство управления стержнями позволяет регулировать мощность реактора. 

 

 
 
Тепловыделяющие элементы (твэлы) представляют собой стержни из 

ядерного топлива, заключенные в оболочку, слабо поглощающую нейтроны. 
Отражатель нейтронов 4 окружает активную зону реактора и служит для 
уменьшения их утечки. Количество нейтронов контролируется с помощью 
счетчика 5. Тепло, выделяющееся в твэлах при делении ядер, передается теп-
лоносителю, который насосами прокачивается по каналам 6. Теплоноситель 
переносит энергию от твэлов к газовой турбине или к электрогенератору (в 
зависимости от назначения реактора), в которых происходит ее дальнейшее 
преобразование в механическую или электрическую энергию. В качестве теп-
лоносителей применяется вода, водяной пар, воздух, щелочные металлы, ге-
лий, углекислый газ. 

Ядерные реакторы используются для выработки новых делящихся мате-
риалов, радиоизотопов, в атомных электростанциях, в качестве источников 
энергии движителей судов, космических аппаратов и т. д. 

Термоядерной реакцией синтеза называется процесс слияния легких ядер 
в одно ядро (ядерный синтез). Термоядерные реакции протекают при высоких 

температурах порядка  7 810 10 К  с выделением огромного количества 

энергии. Их осуществление даст человечеству неисчерпаемый запас энергии. 
Так, например, при слиянии ядер дейтерия и трития 

2 3 4 1
1 1 2 0Н Н Не n    

Рис. 5.24
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выделяется энергия 17,6 МэВ (или 3,5 МэВ на каждый нуклон). При соедине-
нии одного атома углерода с двумя атомами кислорода (сгорание угля с обра-
зованием углекислого газа) выделяется энергия порядка 5 эВ. В нашем при-
мере при ядерном синтезе выделится энергии примерно в 3,5 миллиона раз 
больше, чем при сгорании каменного угля. 

При делении урана выделяется энергии 0,85 МэВ на нуклон, т. е. в 4 раза 
меньше. 

Однако осуществить управляемую термоядерную реакцию очень трудно. 
Для этого необходимо научиться получать очень высокие температуры и 
удерживать образовавшуюся плазму в заданном объеме. 

В Институте атомной энергии им. И.В. Курчатова в 1985 г. на «токама-
ке» была достигнута температура плазмы 10 млн. градусов. В настоящее вре-
мя «токамак» считается наиболее перспективным устройством для осуществ-
ления управляемого термоядерного синтеза. Силами ученых разных стран 
была проведена разработка проекта термоядерного реактора, получившего 
название ITER. В проекте принимают участие страны ЕС, Индия, Китай, Ко-
рея, Россия, США и Япония. Расположен реактор будет на юге Франции в 60 
км от Марселя и займет площадь 180 гектаров земли. Предполагается, что 
первая ядерная реакция будет осуществлена в 2026 г., а широкое практиче-
ское использование термоядерной энергетики  начнется во второй половине 
двадцать первого века.  

§ 188. Методы регистрации ионизирующих излучений 

Радиоактивное излучение обладает сильным ионизирующим действием. 
Это свойство излучения используется в счетчике Гейгера–Мюллера для реги-
страции β-частиц и γ-квантов. Счетчик Гейгера–Мюллера представляет собой 
металлическую трубку, вдоль оси которой натянута тонкая, изолированная от 
трубки вольфрамовая проволочка. Трубка заполняется разреженным газом. 
Между проволочкой-анодом и трубкой поддерживается высокое напряжение, 
примерно 1 кВ. -частица или -квант, попав в газовую среду, ионизируя газ, 
создает свободные электроны, которые под действием электрического поля 
устремляются к аноду. Разрядные процессы внутри трубки регистрируются 
электронными счетными схемами. 

В сцинтилляционных счетчиках используются специальные кристаллы, в 
которых энергия элементарных частиц или -квантов переходит в энергию 
световых квантов. Вспышки света, возникающие в кристалле, усиливаются 
специальными фотоэлектронными умножителями и регистрируются элек-
тронными схемами. 

В камере Вильсона траектория движения частиц видна непосредственно и 
может быть сфотографирована. Камера наполняется перенасыщенными парами 
жидкости (вода, спирт и т. д.). Через специальное отверстие в камеру проника-
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ют исследуемые частицы. Пролетая в камере, частицы на своем пути создают 
ионы. Перенасыщенный пар, конденсируясь на ионах, образует капельки жид-
кости, в результате чего наблюдаются треки – следы движущихся частиц. 

Для регистрации частиц используется также фотоэмульсионный метод. 
Ионизирующее излучение действует на эмульсию фотопластинки, образуя 
скрытое изображение. При проявлении фотопластинки виден трек частицы. 

§ 189. Дозиметрия. Дозы облучений 

Прохождение - и -частиц, а также - и R-излучения (рентгеновского) 
через ткани живых существ оказывает сильное поражающее действие. Коли-
чественной оценкой действия ионизирующего излучения на вещество и жи-
вые организмы занимается дозиметрия. 

Поглощенной дозой излучения Д  называется физическая величина, рав-
ная отношению энергии ионизирующего излучения ,W  переданной элемен-
ту облученного вещества, к массе m  этого элемента: 

Д
W

m





. (5.61) 

Единицей поглощенной дозы является грей (Гр). 1 Гр – это доза излуче-
ния, при которой веществу массой 1 кг передается энергия ионизирующего 
излучения 1 Дж: 

  Дж
Д 1 1 Гр

кг
  . 

Поглощенную дозу практически оценить трудно, поэтому вводится по-
нятие экспозиционной дозы фотонного облучения 0Д , оцениваемой по иони-

зирующему действию излучения на воздух. Единицей экспозиционной дозы 

облучения является  0

Кл
Д 1

кг
  – это доза фотонного излучения, при которой 

сумма электрических зарядов всех ионов одного знака, созданного электро-
нами, освобожденными в облученном воздухе массой 1 кг при полном ис-
пользовании ионизирующей способности электронов, равна 1 Кл. 

Ранее экспозиционная доза измерялась в рентгенах (Р), а поглощенная 

доза в радах (рад):      
мкКл

1 Р 258 , 1 рад 0, 01 Гр
кг

  . 

Действие ядерных излучений на живой организм определяется не только до-
зой облучения, но и природой ионизирующих частиц. Альфа-частицы, протоны, 
нейтроны, быстрые ионы производят больше физиологических нарушений в ор-
ганизме, чем -частицы, - и R-лучи. Особенно опасны потоки нейтронов. 
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Для оценки биологического воздействия излучения вводится понятие 
биологической дозы бД , которая связана с экспозиционной дозой 0Д  сле-

дующим соотношением: 

б 0Д Д ОБЭ  , (5.62) 

где ОБЭ – опытный коэффициент, называемый относительной биологической 
эффективностью.  

ОБЭ показывает, во сколько раз действие данного излучения на живую 
ткань превышает действие - или R-лучей, если при их поглощении выделяет-
ся одинаковое количество энергии. В табл. 5.5 приводятся приближенные 
значения ОБЭ для различных видов излучения. 

Таблица 5.5 

Вид излучения ОБЭ 
R-, γ- и β- излучение 1 

Медленные нейтроны 5 
Быстрые нейтроны 10 

Протоны 10 
α-частицы 20 

Осколки деления 20 
 
Облучение организма разделяют на внешнее и внутреннее. Ядерные 

взрывы, ядерные реакторы, рентгеновские установки, горные породы, радио-
активные лечебные воды, космические лучи – это источники внешнего облу-
чения. Внутреннее облучение обусловлено долгоживущими радиоактивными 

элементами естественного происхождения ( 14
6C , 40

19 K , 226
88Ra ), входящими в 

состав пищи и попавшими внутрь организма при аварийных ситуациях. 
Естественный фон радиации составляет в среднем 25 мкКл/кг  в год. 

Предельно допустимая индивидуальная доза не должна превышать 
1,3 мКл/кг  в год. Опасной для жизни человека считается доза 

 75 150 мКл/кг , полученная при единовременном облучении всего орга-

низма. 
От внешнего -излучения можно защититься тонким слоем вещества (в 

том числе и воздуха), так как частицы из-за малого пробега легко поглощают-
ся. Гораздо опаснее попадание -частиц внутрь организма. 

Для защиты от -, R-лучей и нейтронных потоков применяются толстые 
поглощающие экраны из свинца, железа, бетона, кирпича. 

При радиоактивном загрязнении среды особую опасность представляет 

-активный стронций 90
38Sr , период полураспада которого T1/2 = 28 лет. Попа-
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дая в организм через воду, растения или продукты, радиоактивный стронций 
накапливается в организме и становится источником длительного облучения 
костного мозга. 

Считается, что даже малые дозы излучения повышают вероятность рако-
вых заболеваний и генетических изменений, поэтому дозы облучения орга-
низма следует свести к минимуму. 

§ 190. Элементарные частицы. 
Фундаментальные взаимодействия 

Элементарными называются мельчайшие частицы материи за исключени-
ем атомных ядер с массовым числом больше единицы. Мы уже описывали не-
которые частицы, из которых строится  материя. Их можно назвать основными. 
К ним относятся: протоны р, нейтроны n, входящие в состав ядра атома, элек-
троны е-, образующие электронную оболочку атома, а также фотоны γ, яв-
ляющиеся квантами электромагнитного поля. Основными также принято счи-
тать электронные нейтрино νe   и  антинейтрино ߥ௘෥ , рождающиеся при бета – 
превращениях ядер,  пионы  π+, π-, π0  – переносчики ядерного взаимодействия. 

В настоящее время  известно свыше 500 элементарных частиц. Большин-
ство их получают в лаборатории путем столкновения быстрых стабильных час-
тиц. Образующиеся частицы неустойчивы, едва родившись, они мгновенно 
распадаются и в конечном счете вновь превращаются в стабильные частицы. 

В середине прошлого века в космических лучах был зарегистрирован мю-
он μ-. Эта частица сходна по многим свойствам с электроном, но его масса в 
сотни раз больше массы электрона. По свойствам с электроном  сходен также 
таон τ – с массой, в несколько тысяч раз превышающей массу электрона. Элек-
трон, мюон и таон имеют свое нейтрино: электронное нейтрино  νe, мюонное 
нейтрино νμ  и  таонное нейтрино ντ .В космических лучах были открыты также 
частицы, получившие название странные частицы. К ним относятся: каоны  
(ка-мезоны) К+, К0, лямбда –гиперон Λ0 , сигма-гипероны  Σ+ , Σ0, Σ-, кси-
гипероны Ξ0, Ξ-   и омега-минус-гиперон Ω -.   Странность частиц заключается в 
том, что они рождаются всегда парами, а распадаются поодиночке. Странные 
частицы обладают странностью S, принимающей целочисленные значения.  

Открыто более сотни частиц с малыми временами жизни (10-24 – 10-23 с). Их 
назвали резонансами, так как в детекторах они не оставляют треков, а проявляют-
ся в виде пиков на графиках зависимости «сечений рассеяния» от энергии. 

Родоначальниками целой группы новых  массивных (втрое тяжелее про-
тона) и относительно устойчивых частиц (время жизни порядка  10-19 с)  яви-
лись мезоны J/ψ,названные впоследствии  очарованными частицами. Эти час-
тицы несут очарование (чарм) С и т.д. 

Переносчиками слабого взаимодействия  являются промежуточные бо-
зоны W +, W – , Z0, имеющие массу  в сто раз больше массы протона. 
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Отдельные элементарные частицы имеют различные массы m, среднее 
время жизни τ , спин J и электрический заряд q. Массу частиц измеряют в 
МэВ. Так, масса электрона  равна примерно 0,5 МэВ. Фотон и  нейтрино об-
ладают нулевой массой. Масса некоторых частиц достигает десятков МэВ. 

Мерой стабильности частицы служит  среднее время жизни τ. Фотон, 
гравитон, электрон, три нейтрино,  протон, а также их античастицы абсолют-
но стабильны, их время жизни  τ= ∞. Резонансы крайне нестабильны. 

Спин  J  частицы измеряется в единицах  . У протона, электрона и ней-
трона  J =1/2, спин фотона принимает два значения: +1 и -1. Пионы имеют 
спин равный нулю, спин некоторых резонансов имеет значения 9/2. Частицы с 
полуцелыми спинами подчиняются принципу Паули. Одинаковых частиц с 
целыми спинами в одном квантовом состоянии может находиться сколь угод-
но много. 

Электрический заряд q любой частицы кратен элементарному заряду e  и 
измеряется в единицах элементарного заряда (q=1,6·10-19 Кл). Некоторые час-
тицы из группы резонансов имеют заряды +2 и -2, кварки обладают дробными 
электрическими зарядами +2/3 и -1/3. 

Все элементарные частицы превращаются друг в друга. При взаимодей-
ствии двух частиц наблюдаются также превращения их в другие частицы, ко-
торые не входили в состав исходных, а рождаются в момент взаимодействия. 
Такая взаимопревращаемость частиц является их отличительным свойством. 

У всех элементарных частиц существуют античастицы, которые обла-
дают противоположным электрическим зарядом и магнитным моментом. При 
столкновении частицы с античастицей происходит их аннигиляция: частицы 
превращаются в -излучение или в более легкие частицы других типов. На-
пример, при взаимодействии электрона и позитрона порождается два фотона: 

2e e    1 .Процесс, обратный аннигиляции, называется процессом обра-

зования пар: X X e e      .В этом процессе позитрон образуется вместе 

с электроном при столкновении жесткого   кванта с ядром атома. 

Считается, что механизм всех взаимодействий обменный: частица ис-
пускает или поглощает другую частицу. При этом силы, возникающие между 
двумя частицами, являются результатом их обмена промежуточной частицей, 
которая называется переносчиком взаимодействия. 

При превращении элементарных частиц выполняются законы сохране-
ния энергии, массы, импульса, электрического заряда и др. 

Элементарные частицы принято классифицировать по их отношению к 
различным типам фундаментальных взаимодействий. 

Различают четыре типа фундаментальных взаимодействий: сильное, 
электромагнитное, слабое и гравитационное. Сильное взаимодействие обес-
печивает существование атомных ядер и проявляется в действии ядерных сил. 

                                                            
1 Обозначения частиц даются в табл. 5.6. 
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Электромагнитное взаимодействие обусловливает существование атомов, 
молекул и макротел. Слабое взаимодействие характерно для всех элементар-
ных частиц, кроме фотона. Гравитационное взаимодействие проявляется в 
виде сил всемирного тяготения. 

Если принять за 1 интенсивность сильного взаимодействия, то интенсив-
ность электромагнитного взаимодействия составляет 3~10 , слабого 14~ 10 , 

гравитационного 40~ 10 . 
Элементарные частицы делятся на три группы. 
1. Переносчики взаимодействий. В эту группу входят фотоны – кванты 

электромагнитного поля, гравитоны1 – кванты гравитационного поля, про-
межуточные бозоны – переносчики слабых взаимодействий и глюоны – пере-
носчики сильных взаимодействий. 

2. Адроны – самый многочисленный класс элементарных частиц, кото-
рые, наряду с электромагнитным и слабым, участвуют в сильном взаимодей-
ствии. К андронам относятся барионы (протон, нейтрон, гиперон), мезоны (-
мезон, K-мезон) и резонансные частицы. Согласно гипотезе американских 
физиков М. Гелл-Мана и Д. Цвейга все адроны (мезоны и барионы) состоят из 
кварков, которых существует шесть сортов (ароматов): u-кварк, d-кварк, s-
кварк, c-очарованный кварк, b-кварк и t-кварк. Каждый сорт кварков может 
иметь три цветовые разновидности (желтый, синий и красный). 

3. Лептоны – элементарные частицы, не участвующие в сильном взаи-
модействии. Насчитывается шесть лептонов (электрон, электронное нейтрино, 
мюон, мюонное нейтрино, тау-лептон и тау-нейтрино) и шесть антилептонов. 

При сегодняшнем понимании окружающей природы пока невозможно 
решить, какие из известных элементарных частиц являются истинно элемен-
тарными (неделимыми) частицами. 

Как уже отмечалось, кварки обладают дробными электрическими заря-

дами, равными 
2

3
  и 

1

3
 . Кроме того, имеются антикварки с зарядами 

2

3
  и 

1

3
 . Например, мезон состоит из одного кварка и одного антикварка, барион 

– из трех кварков, антибарион – из трех антикварков.  Экспериментально 
кварки обнаружить не удалось. Считается, что кварки заключены внутри ад-
ронов, структуру которых они образуют. При малых расстояниях кварки 
практически свободны, так как силы взаимодействия между ними очень малы. 
С увеличением расстояния между кварками очень быстро возрастают и силы 
их взаимодействия. Поэтому кварки не вылетают из адрона. 

Свойства важнейших элементарных частиц приведены в табл. 5.6. 
 

 

                                                            
1 Экспериментально гравитоны не зарегистрированы. 
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Таблица 5.6 

Наименование частицы 
Символ Масса,

МэВ 
Эл. 

заряд
Время жизни, с 

Частица Античастица

Переносчики 
взаимодействий

Фотон γ γ 0 0 стабилен 
Гравитон G  0  стабилен 

Глюон gi  0 0  
Промежуточные 

бозоны 
W+

– 
Z0  

≈80000
≈90000

 
? 
? 

Лептоны 

Нейтрино элек-
тронное 

ve ev  0 0 стабильно 

Нейтрино мю-
онное 

vμ v  0 0 стабильно 

Нейтрино тау-
лептонное 

vτ v  
0 0 стабильно 

Электрон e– e+ 0,511 –1 стабилен 
Мюон μ– μ+ 105,66 –1 2,210–6 

Тау-лептон τ– τ+ 1782 0 3,410–13 

А 
д 
р 
о 
н 
ы 

М 
е 
з 
о 
н 
ы 

Пи-мезоны 
(пионы) 

π0 π0 134,96 0 810–17 
π+ π– 139,57 1 2,610–8 

Ка-мезоны 
(каоны) 

К+ К–1 493,67 1 1.2410–8 

К0 0
К  

497,7 0 
0 11

0 8

8.9 10

5.18 10

S

L

К

K





 

 
 

Эта-нуль-мезон η0 η0 548,8 0 10–18 

Б 
а 
р 
и 
о 
н 
ы 

Н 
у 
к 
л 
о 
н 
ы 

Протон p p  938,28 1 стабилен 

Нейтрон n n  939,57 0 918 

Г 
и 
п 
е 
р 
о 
н 
ы 

Лямбда-гиперон Λ0 
0


 

1115,6 0 2,610–10 

Сигма-гиперон 

  


  

1189,37 1 810–11 
0  

0
  

1192,48 0 5,810–20 

  


  

1197,35 –1 1,4810–10 

Кси-гипероны 
0  

0
  

1314,9 0 2,9010–10 
  


  

1321,3 –1 1,6410–10 

Омега-минус 
частица 

  


  

1672,2 –1 8,210–11 

 
Античастицы могут образовывать антивещество. В 1969 г. в нашей 

стране на ускорителе в Серпухове был получен антигелий-3, ядра атома кото-
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рого состоят из двух антипротонов и одного антинейтрона, а оболочка – из 
двух позитронов. При аннигиляции антивещества с веществом образуются γ-
кванты, обладающие большой энергией. 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 81. Найти постоянную распада  радона, если известно, что 
число атомов радона уменьшается за время  сутки на 18,2%. 

 
Решение. Найдем  , воспользовавшись законом радио-
активного распада: 

0
tN N e  ,  (1) 

или  
 0 1N N k  .  (2) 

Подставив уравнение (2) в (1), выразим  : 

 1 tk e   . (3) 

Логарифмируем уравнение (3): 

 ln 1 k t   , 

откуда 

6 1ln(1 )
; 2,3 10 c . 

   
t

   

Ответ: 6 12,3 10 c    . 
 

Задача 82. Какое количество теплоты Q  выделяется при распаде радона 

активностью 103, 7 10 БкA   : а) за время жизни 1 чt  ; б) за среднее время 

жизни  ? Кинетическая энергия вылетающей из радона -частицы 

к 5,5 МэВE  . 
 

Решение. Количество -частиц, вылетевших за время 
t : 

N At . 

Считаем, что вся кинетическая энергия кE   – 

частиц превращается в теплоту: 


1t 

Дано: 
86400 сt   

18,2% 0,182k    
 = ? 

Дано: 
103, 7 10 БкA    

3600 сt   
13

к 8,8 10 ДжE    

1Q = ?   2Q = ? 
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1 к к 1; 117 Дж.  Q E N E At Q  

Период полураспада радона: 

5
1/ 2 3,82 сут 3,3 10 сT    . 

Среднее время жизни радиоактивного элемента τ можно связать с перио-
дом полураспада: 

1 / 2

ln 2

T
  . 

Тогда за время   выделится количество теплоты: 

1/ 2
2 к к 2; 15,5 кДж.

ln 2
  

T
Q E A E A Q  

Ответ: 1 117 Дж;Q   2 15,5 кДж.Q   

 

Задача 83  . Найти энергию связи в ядре атома гелия 4
2He . 

 
Решение. Энергия связи ядра определяется по формуле 

2
свE m c   , (1) 

где Δm – дефект массы; с – скорость света в вакууме. 
Дефект массы m  атомного ядра есть разность между суммой масс сво-

бодных протонов и нейтронов и массой образовавшегося из них ядра: 

  яp nm Zm Nm m    , 

где Z – зарядовое число (число протонов в ядре); pm  и nm  – масса покоя про-

тона и нейтрона соответственно; яm  – масса ядра. 

Если учесть, что 

я a em m Zm  , 

1
1Hp em m m  , 

N M Z  , 

то формулу дефекта массы можно представить в более удобном для вычисле-
ний виде: 

Дано: 
4
2He  

свE = ? 
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 1
1

aH nm Zm M Z m m     . (2) 

Здесь М – массовое число (число нуклонов в ядре); N – число нейтронов 

в ядре; 1
1 H

m  – масса атома водорода; am  – масса атома элемента (в данном 

случае гелия 4
2He ). 

Вычисление дефекта массы выполним во внесистемных единицах 
(а.е.м.). Для ядра 

4
2He 2, 4Z M   . 

Кроме этого: 

1
1H

1,00783 а.е.м.m  ,  1, 00867 а.е.м.nm   

Масса нейтрального атома 4
2He  равна 

а 4, 00260 а.е.м.m   

Подставим эти значения в (2): 

 2 1,00783 4 2 1,00867 4,00260 0,0304 а.е.м.m         

Подставляя в (1) численные значения, получим 

св 0, 0304 931, 4 28, 6 МэВ.E     

Ответ: св 28, 6 МэВ.E   

 

Задача 84. Какая масса m урана 235
92 U  расходуется за время 1 сутt   на 

атомной электростанции мощностью 5000 кВтP  ? КПД принять равным 

17%. Считать, что при каждом акте распада выделяется энергия 200 МэВQ  . 

 
Решение. Энергия, выделяемая при распаде N  ато-
мов урана: 

NQ NQ . 

Учитывая КПД, найдем энергию, передаваемую 
потребителю: 

nP NQ . 

Выразим nP  через мощность электростанции: 

NQ Pt  . (1) 

Дано: 
86400 ct   

65 10 ВтP    
17% 0,17    

113,2 10 ДжQ    

m= ? 
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Число распавшихся ядер 

A

m
N N


 , (2) 

где   – молярная масса урана; AN  – число Авогадро. 

Подставив выражение (2) в (1), получим 

A

m
N Q Pt


 . 

Отсюда 

3; 31 10 кг.  
A

Pt
m m

N Q




 

Ответ: 31 гm  . 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

«Истина – это постоянный процесс 
уничтожения старого и возрождение но-
вого.» 

Ф. Тютчев 
 

Окружающий нас мир материален. Человечеству всегда было присуще 
стремление познать этот мир, представить его структуру, сформировать зако-
ны его существования и развития. Наука о природе прошла длинный путь от 
непосредственного ее созерцания к  накоплению и обобщению полученных 
знаний и воссозданию физической картины мира (ФКМ). Физическая картина 
мира – это модель природы, определяющая весь стиль физического мышле-
ния на данном историческом этапе развития физики.  В ее основе лежат пред-
ставления о материи и ее атрибутах – пространстве, времени, движении, при-
чинности, взаимодействии и др. Это не просто философские идеи, а элементы 
физического знания, конкретизированные и выраженные на языке науки. 

В 1687 г. появился труд И. Ньютона «Математические начала натураль-
ной философии», в котором были сформулированы основные законы механи-
ки – науки о механическом движении и взаимодействии материальных тел. 
Законы Ньютона легли в основу механической картины мира (МКМ). Боль-
шой вклад в создание МКМ внесли ученые древности: Демокрит, Эпикур, 
Гассенди, Кеплер, Галилей.  

Согласно МКМ все тела состоят из абсолютно твердых частиц, которые 
находятся в непрерывном движении в соответствии с законами механики. 
Взаимодействие между телами осуществляется с помощью гравитационных 
сил. Это взаимодействие протекает с бесконечно большой скоростью, т. е. 
мгновенно (принцип дальнодействия). Материя является мерой инерции и 
гравитации. Ньютон считал пространство и время абсолютным. Простран-
ство – ни от чего не зависящая бесконечная протяженность в трех измерени-
ях. Время – ни от чего не зависящая и единая для всей Вселенной равномер-
ная длительность.  

МКМ господствовала в науке почти двести лет. В 1873 г. Максвелл раз-
работал теорию электромагнитного поля. На смену МКМ пришла электроди-
намическая картина мира (ЭКМ). Ее создателями являются Д. К. Максвелл, 
А. М. Ампер, М. Фарадей, Х. А. Лоренц и др. Согласно представлениям ЭКМ 
материя – универсальное физическое поле, заполняющее все пространство. 
Теория Максвелла утверждала, что взаимодействие осуществляется посредст-
вом электромагнитных полей с конечной скоростью, равной скорости света в 
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вакууме (принцип близкодействия). ЭКМ с помощью электромагнитных по-
лей объясняла природу сил, действующих внутри атомов и молекул, из кото-
рых состоят макроскопические тела. 

Согласно теории относительности А. Эйнштейна пространство и время 
связаны неразрывно, образуя единое четырехмерное пространство–время. 
При наличии тяготеющих масс пространство искривляется, становится неевк-
лидовым. 

Однако с помощью законов электродинамики объяснить все явления ок-
ружающего мира не удалось. На смену ЭКМ пришла квантово-полевая физи-
ческая картина мира. Создателями квантовой теории является целая плеяда 
блестящих ученых 20-го века: М. Планк, Э. Резерфорд, Н. Бор, А. Эйнштейн, 
Луи де Бройль, В. Гейзенберг, Э. Шредингер, П. Дирак, М. Борн, В. Паули, 
Э. Ферми, Л. Д. Ландау, Р. Фейнман и др.  

Квантовая механика позволила понять структуру атомов и их спектры, 
природу химической связи и объяснить периодическую систему элементов 
Д. И. Менделеева. Отличительной чертой этой теории является вероятност-
ный характер предсказаний результатов измерений и дискретность значений 
физических величин.  

По принципу корпускулярно–волнового дуализма материя дискретна и 
непрерывна, т. е. может обладать либо корпускулярными, либо волновыми 
свойствами. Важнейшей мерой движения материи является энергия, которая 
эквивалентна массе. 

Законы сохранения обязаны свойствам симметрии природы. Простран-
ство и время однородны, пространство – изотропно. Однородность про-
странства приводит к закону сохранения импульса, однородность времени – 
к закону сохранения энергии, а изотропность пространства – к закону со-
хранения момента импульса. Эти законы соблюдаются в классической и 
квантовой физике.  

В последние десятилетия ученые проводили многочисленные исследова-
ния по отысканию «истинно элементарных» частиц. По современным пред-
ставлениям такими частицами могут быть кварки. Хотя существование и 
свойства кварков подтверждены многочисленными экспериментальными и 
теоретическими исследованиями, найти их не удается. 

Элементарные частицы взаимопревращаются друг в друга. Этому пре-
вращению соответствуют четыре вида фундаментальных взаимодействий: 
гравитационное, электромагнитное, слабое и сильное. Фундаментальные 
взаимодействия являются обменными, так как в процессе взаимодействия 
частицы обмениваются квантами соответствующих полей. 

В современной физике предпринимаются попытки создания теории, ко-
торая объединила бы поля, описывающие гравитационное, электромагнитное, 
слабое и сильное взаимодействия (суперобъединение). В конце 1990-х годов 
удалось создать Стандартную модель (СМ), которая объединила три из четы-
рех фундаментальных взаимодействий: сильное, слабое и электромагнитное. 
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Гравитационное взаимодействие описывается в терминах общей теории отно-
сительности (ОТО). Объединить СМ и ОТО не удалось из-за трудностей соз-
дания теории квантовой гравитации. В 2008 г. в Церне (Швейцария) запущен  
Большой адронный коллайдер (БАК), ускоритель заряженных частиц на 
встречных пучках для разгона протонов и тяжелых ионов свинца и изучения 
продуктов их соударений. Перед исследователями ставилась основная задача: 
обнаружить какие-либо отклонения от Стандартной модели, а также доказать 
существование бозона Хиггса – частицы, предсказанной шотландским физи-
ком Питером Хиггсом в 1964 году в рамках Стандартной модели. В результа-
те исследований на Большом адронном коллайдере бозон Хиггса был открыт. 
Что касается суперобъединения, то  эти попытки пока крайне далеки от за-
вершения. 

Чем ближе наука подходит к общим физическим идеям и принципам, тем 
стремительнее приближается к единой картине физической реальности. На-
пример, принцип причинности «работает» как в классическом, так и в кванто-
вом случае: состояние объекта в некоторый момент времени однозначно пре-
допределяет его дальнейшее состояние. Только в классическом случае 
состояние объекта в начальный момент времени определяется координатами 
и скоростью, а в квантовой механике – видом волновой функции. 

Каждая новая картина мира претендует на универсальность, но рано или 
поздно опыт заставит изменить исторически ограниченное видение мира. В 
силу этого любой закон или теория имеют границы применимости. За этими 
границами согласно принципу соответствия «работает» другая теория, не от-
рицающая предыдущую, а включающая ее как частный случай. 

Итак, с развитием естествознания, по мере накопления новых знаний 
представления о материи и ее атрибутах претерпевают существенные измене-
ния. Изменяется и физическая картина мира. Поскольку нет пределов широте 
и глубине познания мира, то и процесс познания его является бесконечным. 
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ПРЕДМЕТНО-ИМЕННОЙ УКАЗАТЕЛЬ 

А 

Аберрация линз 319 
- поперечная сферическая 322 
- продольная сферическая 320 

Абсолютный нуль температур 116 
Адиабата 147 
Адроны 452 
Активность 443 
Альфа-распад 441 
Ампер А. М. 247 
Ампер 6, 248 
Амплитуда 190 
Анализатор 363 
Анизотропия 370 
Антинейтрино 449 
Астигматизм 324 
Атом 394 

- водорода в квантовой механике 411 
- - теории Бора 396 

Б 

База 434 

Барионы 452 
Бета-распад 442 
Бозоны 452 

-Хиггса 459 
Больцман Людвиг  126 
Большой адронный коллайдер 459 
Бор Нильс 397 
Бройль Луи де 403 

В 

Вакуум 236 
Ватт 40 
Ван-дер-Ваальс 161 
Вебер 256 
Векторная величина 8 
Вектор индукции магнитной 243 

- напряженности поля магнитного 267 
- - - поля электростатического 179 
- плотности тока 220 
- световой 329 

Вектор 
- скорости 13 
- Умова–Пойнтинга 305 
- ускорения 15 
- - нормального 15 
- - тангенциального 15 
- электрического смещения 199 

Вес тела 33 
Вещество 5 

- оптически активное 372 
Взаимодействие гравитационное 459 

- сильное 458 
- слабое 458 
- электромагнитное 458 

Взаимная индуктивность 281 
Волна бегущая 103 

- де Бройля 403 
- звуковая 107 
- когерентная 329 
- монохроматическая 329 
- опорная 356 
- плоская 105 
- предметная 356 
- поперечная 102 
- продольная 102 
- стоячая 104 
- сферическая 102 
- электромагнитная 329 

Вольт 184 
Время 5 

- однородное 11 
- релаксации 281 

Высота звука 108 
Вязкость 136 

Г 

Газ идеальный 118 
- реальный 161 
- электронный 230 

Галилей Галилео 77 
Гамма-излучение 442 
Генератор квантовый 422 
Генри 280 
Герц Генрих 291 
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Гейзенберг Вернер 404 
Гипотеза Ампера 268 

- де Бройля 403 
- Планка 384 

Гироскоп 61 
Гистерезис 202, 274 
Глюоны 452 
Голография 353 
Гравитация 68 
Гравитоны 452 
Градиент 11, 186 
Грей 447 
Громкость звука 107 
Гюйгенс Христиан 343 

Д 

Давление 119 
- гидростатическое 173 
- добавочное 169 
- критическое 162 
- молекулярное 119 
- парциальное 121 
- света 386 

Деформация 34, 175 
Двигатель вечный 144 

- тепловой 154 
Движение 8 

- броуновское 117 
- вращательное 19 
- криволинейное 12 
- колебательное 89 
- механическое 11 
- плоское 23 
- поступательное 11 
- прямолинейное 13 
- равномерное 13 
- равнопеременное 16 
- тепловое 116 
-тела переменной массы 36 

Двойное лучепреломление 468 
Декремент затухания 99 
Денисюк Ю. Н. 357 
Детерминизм механики классической 32 
Дефект массы ядра 439 
Джоуль Д. П. 225 
Диамагнетики 270 
Диаметр молекулы эффективный 132 

Дивергенция 292 
Динамика 31, 54 
Диод вакуумный 236 

- полупроводниковый 433 
Диполь электрический 193 
Дисперсия  света 376 
Дисторсия 324 
Дифракция на решетке 350 

- - - пространственной 353 
- - щели 349 
- света 343 
- Фраунгофера 349 
- Френеля 346 

Диоптрия 313 
Диффузия 133 
Дихроизм 370 
Диэлектрики 195 

- дипольные полярные 196 
- дипольные неполярные 196 

Диэлектрическая проницаемость 199 
- восприимчивость 196 

Длина волны 102 
- - де бройлевская 403 
- - комптоновская 389 
- пути 12 
- свободного пробега молекул 132 

Добротность контура 297 
Дозиметрия 447 
Домены 273 
Дрейф 230 
Друде П. 230 
Дуализм квантово-волновой 389 
Дырка 430 

Е 

Единицы физических величин 5 
- - - основные 5 

Единицы физических величин производ-
ные 6 

Ж 

Жидкость, свойства 170 
Жуковский Н. Е. 59 
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З 

Закон Авогадро 118 
- Ампера 247 
- Био–Савара–Лапласа 244 
- Бойля–Мариотта 145 
- Больцмана 126 
- Брюстера 364 
- Бугера 379 
- взаимосвязи массы и энергии 84 
- Видемана-Франца 232 
- Вина 383 
- всемирного тяготения 70, 33 
- Гей-Люссака 146 
- Гука 34 
- движения центра масс 37 
- Дальтона 121 
- Джоуля–Ленца 224 
- инерции 31 
- Кеплера 68 
- Кирхгофа 225, 381 
- Клапейрона 120 
- Кулона 178 
-  Кюри 271 
- Кюри- Вейсса 275 
- Ленгмюра 237 
- Ленца 279 
- Максвелла 122 
- Малюса 363 
- Мозли 421 
- Ньютона первый, второй 31 
- - третий 32 
- Рэлея 380 
- трения внутреннего 136 
- Ома для цепи полной 227 
- - для участка цепи 224 
- отражения 312 
- Паскаля 125 
- полного тока 270 
- прямолинейного распространения 
света 311 
- равномерного распределения энергии 
по степеням свободы молекул 140 
- распада радиоактивного 442 
- релятивистского сложения 
скоростей 83 
- сохранения заряда 177 
- - импульса 35 

Закон 
- - момента импульса 55 
- - энергии 43 
- преломления 312 
- сохранения механической энергии 43 
- Стефана–Больцмана 383 
- Столетова 385 
- трения внутреннего 136 
- Фарадея 278 
- Фика 133 
- Фурье 135 
- Шарля 145 

Заряд пробный 179 
- сторонний 197 
- точечный 178 
- электрический 177 
- элементарный 177 
- ядра атома 438 

Заряды индуцированные 204 
- связанные 198 

Зона валентная 427 
- запрещенная 427 
- проводимости 427 
- разрешенная 427 

Зоны Френеля 344 

И 

Излучение диполя 306 
- индуцированное 421 
- радиоактивное 441 
- рентгеновское 419 
- характеристическое 420 
- тепловое 371 

Изобара 146 
Изопроцессы 145 
Изотерма 145 

- Ван-дер-Ваальса 162 
Изотропность пространства 55 
Изохора 145 
Импульс тела 35 
Импульс  фотона 387 
Индуктивность 280 

- соленоида 281 
Индукция взаимная 281 

- магнитная 243 
- электромагнитная 278 

Интенсивность звука 106 
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Интерферометры 339 
Инфразвук 110 
Ионизатор 234 
Ионизация атома 233 
Источник ЭДС 221 

К 

Кандела 6 
Капиллярность 169 
Карно Сади 155 
Квант 384 
Кельвин  6 
Кеплер Иоганн 69 
Кварки 452 
Килограмм 6 
Кинематика 8 
Клаузиус Рудольф 157 
Когерентность 329 
Коллайдер 459 
Колебания механические  
вынужденные 89 

- гармонические 89 
- затухающие 98 
- параметрические 89 
- свободные 89 
- электромагнитные 294 
- вынужденные 89 

Количество вещества 117 
- теплоты 141 

Коллектор 434 
Кольца Ньютона 337 
Кома 324 
Комптон Артур Холи 388 
Конденсаторы 205 
Контур колебательный 294 
Космические скорости 70 
Коэффициент диффузии 133 

- затухания 98 
- отражения 386 
- Пельтье 436 
- поглощения 379 
- Пуассона 147 
- теплопроводности 135 
- трения внутреннего 137 
-- скольжения 34 
- упругости 34 

КПД термический 156 

КПД цикла Карно 156 
Критерий Рэлея 378 
Кулон 178 

Л 

Лазеры 421 
Лампы накачки 422 

- электронные 236 
Лебедев П. Н. 387 
Ленц Э. Х. 225 
Лептоны 452 
Линзы 313 
Линия вектора  

- напряженности поля электрического 
179 
- - индукции магнитной 243 
- - смещения электрического 199 

Лоренц Х. А. 79 
Луч необыкновенный 368 

- обыкновенный 368 
- световой 311 

Лучи альфа-, бета-, гамма 441 

М 

Магнетик 267 
Магнетон Бора 415 
Магнитная проницаемость 269 
Максвелл Д. К. 122 
Максимум дифракционный 351 

- интерференционный 330 
Масса 5, 31 

- критическая 444 
- молярная 117 
- покоя 83 
- релятивистская 83 

Материя 5 
Маятник математический 93 

- физический 92 
Мезоны 452 
Мениск 170 
Метод зон Френеля 344 

- исследования статистический 115 
- - термодинамический 115 

Метр 6 
Механика 8 

- квантовая 403 
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Механика 
- классическая 8 
- релятивистская 8 

Микроскоп 324 
Минимум дифракционный 351 

- интерференционный 330 
Модели атома 394 
Модель идеального газа 118 
Модуль Юнга 102 
Молекула 116 
Моль 6, 117 
Момент атома магнитный 265 

- диполя электрический 193 
- импульса 54 
- - собственный(спин) 412 
- инерции 56 
- - стержня, цилиндра, шара 57 
- - тонкостенного обруча 57 
- контура магнитного 244 
- механический 54 
- силы 54 
- электрона 265 

Монокристаллы 175 
Мощность 40, 59 

- тока 224 
- удельная тепловая 224 

Мюоны 452 

Н 

Намагниченность 267 
Напряженность 69, 169 

- поля диполя 193 
- - гравитационного 69 
- - магнитного 268 
- - электрического 179 

Напряжение 222 
- тока запирающее 385 
- пробоя 234 

Натяжение поверхностное 168 
Начало термодинамики первое 143 

- - второе 160 
- - третье 160 

Невесомость 33 
Нейтрино 442 
Нейтрон 438 
Николь 369 
Неравенство Клаузиуса 157 

Нуль Кельвина 116 
Нуклон 438 
Ньютон Исаак 8 

О 

Оболочки электронные 418 
Обратимость луча 312 
Объем критический 162 
Ом 223 
Оператор Гамильтона 42 

- Лапласа 104 
Оптика 311 

- геометрическая 311 
- просветленная 332 

Опыт Лебедева 387 
- Штерна 125 
- Штерна и Герлаха 416 
-Эйхенвальда 291 

Опыты  Герца 304 
- Девиссона и Джермера 395 
- Франка и Герца 398 

Основные положения МКТ 116 
Основное уравнение МКТ 118 
Осциллятор 89 

- гармонический 89 
Ось оптическая 368 
Отношение гиромагнитное 265 

П 

Парамагнетики 270 
Перемещение 12 
Переход электронно-дырочный 433 
Период колебаний 90 

- обращения 20 
- полураспада 443 

Петля гистерезиса 202, 274 
Плазма 235 
Планк Макс 384 
Пластинка зонная 346 
Плечо силы 54 

- диполя 193 
Плоскость поляризации 372 

- фокальная 316 
Плотность заряда линейная 189 

- - объемная 182 
- - поверхностная 187 
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Плотность заряда 
- потока энергии 106 
- тока 220 
- - смещения 290 
- спектральной светимости энергетиче-
ской 381 
- энергии поля магнитного 284 
- - - энергии поля электростатического 
212 

Поверхностное натяжение 168 
Поверхность волновая 102 

- эквипотенциальная 204 
Поглощение света 378 
Позитрон 452 
Показатель адиабаты 148 

- политропы 149 
- преломления 311 

Поле гравитационное 68 
- вихревое 288 
- магнитное 243 
- однородное 240,180 
- потенциальное 39 
- тока кругового 246 
- - прямого 245 
- центральное 180 
- электростатическое 179 
- электромагнитное 293 

Поликристалл 175 
Полосы равного наклона 336 

- равной толщины 336 
Полупроводники  429 
Поляризация света 361 

- диэлектрика 197 
Поляризованность света 362 

- спонтанная 202 
Поляроид 370 
Порядок интерференционного максиму-
ма 330 

- - минимума 330 
Постоянная Авогадро 117 

- Больцмана 121 
- Вина 383 
- гравитационная 33 
- Комптона 389 
- магнитная 244 
- молярная газовая 120 
- Планка 384 
- распада радиоактивного 442 

Постоянная 
- решетки дифракционной 351 
- Ридберга 396 
- Стефана–Больцмана 383 
- Холла 255 
- электрическая 179 

Постулаты Бора 397 
- Эйнштейна 79 

Потенциал поля гравитационного 69 
- - электростатического 182 

Поток вектора напряженности 181 
- индукции магнитной 256 
- энергии 106 

Потокосцепление 280 
Правила Кирхгофа 228 

- винта правого 19, 245 
- руки левой 19 
- - правой 253 

Преобразования Галилея 77 
- Лоренца 80 

Призма Волластона 370 
- Глана–Фуко 370 
- Николя 369 

Прецессия 267 
Принцип Гюйгенса 343 

- Гюйгенса–Френеля 343 
- дальнодействия 78 
-  независимости действия сил 32 
- относительности Галилея 77 
- - Эйнштейна 79 
- Паули 417 
- соответствия Бора 409 
- суперпозиции полей 180 
- Ферма 311 

Природа света 303 
Проводимость полупроводника примес-
ная 431 

- дырочная 430 
- - собственная 429 
- - электронная 430 
- p-n-перехода 433 
- удельная 433 

Пространство 5 
- однородное 11 
- изотропное 11 
Просветление оптики 338 
Протон 438 
Процесс адиабатный 147 
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Процесс изобарный 146 
- изохорный 145 
- изотермический 145 
- изоэнтропийный 158 
- круговой (цикл) 154 
-политропный 149 
- термодинамический 117 
- - необратимый 154 
- - обратимый 154 

Пси-функция 406 
Путь 12 
Пучность волны стоячей 105 
Пьезоэлектрики 203 

Р 

Работа 38 
- в магнитном поле 258 
- в термодинамике 142 
- выхода электрона из металла 435 
- ионизации 234 
- механическая 38 
- переменной силы 39 
- силы 39 
- тока электрического 225 
- элементарная 38 

Равновесие тепловое 115 
- термодинамическое 381 

Радиан 6 
Радиоактивность 441 
Радиус-вектор 12 

- действия молекулярного 167 
- кривизны 19 

Размерность 7 
Разность потенциалов 184 

- - контактная 435 
- хода волн 331 
- - - оптическая 331 

Разряд газовый 234 
- несамостоятельный 234 
- самостоятельный 334 

Распределение Больцмана 126 
- Максвелла 123 
- Ферми–Дирака 429 

Рассеяние света 378 
Реактор ядерный 445 
Реакция термоядерная 445 

- цепная 444 
- ядерная 443 

Резерфорд Эрнест 394 
Резонанс 100, 293 
Рекомбинация 234 
Решетка дифракционная 350 

- зонная Френеля 354 
- кристаллическая 175 
- трехмерная (пространственная) 345 

С 

Самоиндукция 280 
Сверхпроводимость 231 
Свет видимый 306 
Свет естественный 361 

- поляризованный плоско 361 
- - частично 361 

Светимость энергетическая 381 
Связь напряженности и потенциала 186 
Сегнетоэлектрики 202 
Секунда 6 
Серия Бальмера 396 

- Лаймана 396 
- Пашена, Пфунда 396 

Сечение кристалла главное 362 
Сила 31 

- гравитационная 33 
- инерции 72 
- Кориолиса 73 
- консервативная 39 
- коэрцитивная 203, 273 
- Лоренца 252 
- оптическая линзы 313 
-  поверхностного натяжения 167 
- термоэлектродвижущая 436 
- тока 220 
- трения скольжения 34 
- тяжести 33 
- упругости 34 
- центробежная 73 
- электродвижущая 221, 280 
- - индукции 278 

Силы молекулярного взаимодействия 116 
- сторонние 222 
- ядерные 439 

Система диссипативная 39 
- единиц СИ 5 
- инерциальная 31 
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Система 
- консервативная 39 
- координат 12 
- неинерциальная 71 
- отсчета 12 
- термодинамическая 115 

Скорость волн групповая 378 
- движения 13 
- молекул арифметическая 124 
- света в вакууме 303 
- средняя 13 
- средняя квадратичная 119 
- угловая 19 
- фазовая 103, 301 

Сложение колебаний взаимно перпенди-
кулярных 95 

- - одного направления 93 
Смачивание 168 
Соленоид 251 
Соотношения неопределенностей Гей-
зенберга 404 
Сопротивление 223 

- активное 223 
- емкостное 299 
- индуктивное 299 
- полное 299 
- удельное 223 

Состояние частицы 32 
- равновесное 115 

Спектр атома водорода 395 
- дисперсионный 376 

Спин электрона 412, 415 
Спираль Корню 349 
Стандартная модель 459 
Степень поляризации 364 

- свободы движения 140 
Стерадиан 6 
Стопа стеклянная 362 

Т 

Тело аморфное  175 
- изотропное 175 
- кристаллическое 175 
- макроскопическое 8, 115 
- отсчета 11 
- рабочее 154 
- серое 382 
- твердое 11 

Тело 
- черное 382 

Тембр звука 108 
Температура 115 

- критическая 162 
- термодинамическая 115 
- Ферми 429 

Теорема Гаусса для поля магнитного 256 
- - - - электростатического в вакууме 181 
- - - - в диэлектрике 200 
-взаимности 282 
- Лармора 267 
- Нернста 160 
- Стокса 293 
- о циркуляции 249 
- Штейнера 58 

Теория дисперсии света 376 
- Максвелла электромагнитная 288 
- молекулярно-кинетическая 116 
- относительности специальная 77 
- света квантовая 387 
- теплоемкостей 144 
- электропроводности металлов 230 

Теплоемкость тела 142 
- молярная 144 
- удельная 142 

Теплопроводность 135 
Термодинамика 143 
Термопара 437 
Тесла 244 
Токамак 446 
Ток индукционный 278 

- насыщения 234, 385 
- постоянный 219 
- проводимости 219 
- смещения 290 
- электрический 219 

Тороид 251 
Течение стационарное 171 
Точка Кюри 271, 275 

- материальная 11 
- тройная 162 

Траектория 12 
Трансформатор 282 
Трение внутреннее 136 
Триод вакуумный 236 

- полупроводниковый 434 
Трубка Пито 174 



468 

У 

Угол Брюстера 364 
- предельный 312 
- скольжения 353 

Удар неупругий 45 
- упругий 46 

Узел волны стоячей 105 
- решетки кристаллической 176 
- цепи электрической 228 

Ультразвук 110 
Универсальная газовая постоянная 147 
Уравнение адиабаты 148 

- Бернулли 171 
- Ван-дер-Ваальса 161 
- волны бегущей 103, 329 
- волны стоячей 104 
- движения кинематическое 11 
- динамики вращательного движения 60 
- изобары 146 
-  изотермы 145 
- изохоры 146 
- Клапейрона 120 
- Клапейрона–Менделеева 120 
- Майера 144 
- Мещерского 37 
- моментов 55 
- неразрывности 170 
- политропы 149 
- Пуассона 148 
- Умова 107 
- Шредингера 406 

Уравнение Эйнштейна для фотоэффекта 
внешнего 386 

- Максвелла для электромагнитного 
поля 291 

Уровень Ферми 429 
Ускорение 14 

- нормальное 15 
- тангенциальное 15 
- угловое 20 

Ф 

Фаза колебаний 90, 290 
Фазовые переходы 162 
Фарад 205 
Фарадей Майкл 278 

Ферромагнетики 273 
Фигуры Лиссажу 97 
Физика атомная 394 

- молекулярная 115 
Флуктуации 124, 161 
Формула барометрическая 125 

- Бальмера обобщенная 396 
Формула  Вульфа–Брэггов 353 

- Лапласа 169 
- Ньютона 136 
- Планка 384 
- Ричардсона–Дешмана 237 
- Томсона 295 
- тонкой линзы 313 
- Циолковского 37 

Формулы Френеля  364 
Фотон 386 
Фотопроводимость 386 
Фотоэффект вентильный 386 

- внешний 385 
- внутренний 386 

Фронт волновой 102 
Функция волновая 406 

- распределения молекул по скоростям 
123 

Ц 

Центр масс 37 
- оптический линзы 306 

Цикл Карно 155 
- обратный 155 
- прямой 155 

Циркуляция 182, 246 

Ч 

Частицы нейтральные 449 
Частицы стабильные 452 

- элементарные 449 
Частота 20 

- колебаний 90 
- - резонансная 100 
- - собственная 295 
- - циклическая 90, 290 

Число Авогадро 117 
- волновое 103 
- зарядовое 438 
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Число 
- квантовое главное 409 
- -  магнитное 411 
- - орбитальное 411 
- - спиновое 412 
- степеней свободы молекул 140 

Ш 

Шкала волн электромагнитных 306 
- термодинамическая температурная 
116 

Э 

Эйнштейн Альберт 79 
Эквипотенциальные кривые 44 
Электроемкость 205 

- Земли 205 
- конденсатора плоского 206 
- -  сферического 207 
- -  цилиндрического 207 
- проводника 205 
- шара 205 

Электрон валентный 427 
- свободный 432 

Электрон-вольт 439 
Электростатика 177 
Эмиссия 236 
Эмиттер 434 
Энергия 38 

- внутренняя 140 
- волны 105 
- кванта 384 
- кинетическая 40, 84 

 

Энергия 38 
- конденсатора 211 
- покоя 84 
- полная 84 
- поля магнитного  283 
- - электрического 211 
- проводника  210 
- тела вращающегося 56 
- потенциальная 41 
- связи ядра 440 
- - - удельная 440 
- системы точечных зарядов 210 

Энтальпия 146 
Энтропия 157 
Эрстед Ханс Кристиан 243 
Эффект вентильный 386 

- гироскопический 62 
- Доплера 108 
- Керра 381 
- Комптона 388 
- пьезоэлектрический 203 
- Фарадея 373 
- Холла 255 

Я 

Явление Зеебека 435 
- Пельтье 437 
- полного отражения 312 
- электромагнитной индукции 278 

Явления капиллярные 169 
- переноса 133 

Ядро атома 438 
Яма потенциальная 407 
Ячейка Керра 371 
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электричество и магнетизм; колебания и волны; волновая и квантовая оптика; 
атомная и ядерная физика. 

Имеет более 100 научных работ и публикаций, из них свыше 30 учебно-
методических пособий и книг: «Физика в кратком изложении». Самара, 
СГАУ, 1996; «Физика»: учеб. пособие для студентов заочного обучения. Са-
мара, СГАУ, 1999; «Основы курса физики». Самара, СГАУ, 2004; «Курс физи-
ки», «Решения задач по курсу общей физики». СПб.: Изд-во «Лань», 2008; 
«Физика для абитуриента», «Базовый курс физики в тестах и задачах». Сама-
ра, СГАУ, 2010; «Задачи по физике». Самара, СГАУ, 2012, а также повести  
«С мечтой о небе», Самара, 2010. 

Область научных интересов: рабочие процессы в плазмотронах; низко-
температурная плазма;  струйные течения реального газа и плазмы. 
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